4. МАТЕМАТИЧНИЙ ОПИС ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ УПРАВЛІННЯ
Метою дослідження САУ може бути вирішення одного з таких завдань:

· аналіз (analyses), тобто визначення властивостей заданої системи;

· синтез (synthesis), тобто створення системи, що має певні задані властивості. 

Загальний порядок дослідження в обох випадках передбачає математичний опис системи, а також дослідження її усталених та перехідних режимів. 

Формалізація системи розпочинається з поділу її на ланки  (element, component) та їх математичного опису. Останній можна здійснювати у вигляді рівнянь, що пов'язують вхідні та вихідні величини, або графічного зображення характеристик, що описують той самий зв'язок.
Для математичного опису систему поділяють на ланки не за функціональним, а за іншим принципом, виходячи із зручності подання. При цьому ланки необхідно вибирати якомога простішими й такими, що мають односпрямовану дію.
Ланкою спрямованої дії називають таку ланку, що передає вплив лише в одному напрямку – із входу на вихід, тому зміна її стану не впливає на стан попередніх ланок. Як наслідок, математичний опис ланки можна здійснювати без врахування її зв'язків з іншими ланками.

Математичний опис системи у цілому можна отримати як сукупність незалежних одне від одного рівнянь (характеристик) її окремих ланок, доповнену рівняннями зв'язків між ними.

Результатом розбиття системи на ланки є її структурна схема (рис. 4.1). Кожній ланці структурної схеми відповідає рівняння, що її описує. Його часто записують безпосередньо на схемі в середині прямокутника, що відображає цю ланку, у вигляді передавальної функції. Отримання структурної схеми є кінцевою метою математичного опису системи.
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Рис. 4.1. Поділ системи автоматичного регулювання напруги синхронного генератора (Г) на ланки: 
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 – задавальний вплив; 
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Р

 – збурення у вигляді навантаження; ПН – підсилювач напруги; ПП – підсилювач потужності; ВН – вимірювач напруги.

4.1. Рівняння ланок системи. Лінеаризація
Основною складністю при виведенні рівнянь ланок системи є визначення допустимого ступеня їх ідеалізації і спрощення. Головним спрощенням, до якого слід прагнути, є лінеаризація ланок, тобто їх опис за допомогою лінійних диференціальних рівнянь. 

Лінеаризація нелінійності, що міститься у рівнянні ланки, полягає в заміні вихідного нелінійного рівняння наближеною лінійною залежністю.

Розглянемо ланку, що має нелінійну статичну характеристику 
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, наведену на рис. 4.2 а).
	[image: image5.png]



а)
	[image: image6.png]



б)


Рис. 4.2. Нелінійна ланка (а) і її лінеаризація (б)
Нехай усталений режим ланки відповідає значенням вхідної та вихідної величин 
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 і 
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 (рис. 4.2 б), а відхилення 
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 від 
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 у процесі роботи ланки є достатньо малими. У цьому випадку нелінійну залежність 
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)

X

Y

j

=

 можна розкласти у ряд Тейлора в околі точки усталеного режиму. Відкинувши члени ряду вище першого порядку малості, одержимо наближену залежність:
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(4.1)
де 
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 – значення похідної функції 
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 при підстановці у вираз для цієї похідної 
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Її можна переписати у вигляді:
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де 
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Така лінеаризація відповідає заміні реальної нелінійної характеристики дотичною до неї в точці, що відповідає усталеному режиму (рис. 4.2 б). Коефіцієнт 
[image: image21.wmf]k

 дорівнює тангенсу кута нахилу цієї дотичної до осі абсцис і його величина може бути знайдена графічно без знаходження аналітичного виразу для вихідної нелінійної залежності 
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, що часто буває пов’язано із суттєвими складностями.

Розглянемо тепер більш загальний випадок, коли динамічний режим роботи ланки описується диференціальним нелінійним рівнянням, що містить похідні за часом від вхідної та вихідної величин:
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(4.3)


Розклавши ліву частину рівняння (4.3) в ряд Тейлора в околі точки усталеного режиму, отримаємо таке лінійне диференціальне рівняння для приростів змінних:
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Тут 
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 і т. д. – значення похідних функції 
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, які отримуємо при підстановці значень 
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 і нульових значень похідних, що відповідають усталеному режиму.

Розглянута процедура лінеаризації нелінійних ланок призводить до наближеного опису їх лінійними диференціальними рівняннями у відхиленнях.

Допустимість лінеаризації обмежена такими умовами:
- по-перше, її можна застосовувати лише для малих відхилень, тобто для дослідження таких режимів в системах, при яких змінні величини на вході ланок мало відхиляються від їх значень в усталених режимах;

- по-друге, її можна застосовувати лише для неперервно диференційованих нелінійностей, які називають лінеаризованими. Нелінійні ланки, що не задовольняють цю вимогу, називають істотно нелінійними (essentially nonlinear). До них, зокрема, належать ланки з переривчастими й неоднозначними характеристиками типу релейних систем або петлі гістерезису.
У теорії автоматичного управління застосовують стандартизовані форми запису лінеаризованих диференціальних рівнянь ланок. Зокрема, рівняння (4.4) для випадку, коли розглядають залежність від похідних до другого порядку включно, записують так: 
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(4.5)

де 
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 – оператор диференціювання за часом;

[image: image33.wmf]0

X

X

x

D

=

, 
[image: image34.wmf]0

Y

Y

y

D

=

 – відносні прирости змінних;
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 – коефіцієнти передачі;
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 – сталі часу.

При записі рівнянь у наведеній формі дотримуються таких правил:


- вихідна змінна та її похідні мають бути у лівій частині рівняння, а вхідна змінна з її похідними – у правій;


- коефіцієнт при прирості вихідної змінної дорівнює одиниці;


- прирости змінних беруть у відносних одиницях.
Розмірністю сталих часу є секунда у степені, що дорівнює порядку похідної, перед якою стоїть цей коефіцієнт
Іншою формою запису лінійних рівнянь ланок є запис за допомогою передавальної функції. У цьому випадку рівняння (4.5) набуває вигляду:
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(4.6)

де
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(4.7)
передавальна функція ланки.
У більш загальному випадку, коли є декілька незалежних вхідних впливів, ланку описують рівнянням:


[image: image42.wmf](

)

å

=

=

n

1

i

i

i

x

p

W

y

,




(4.8)

де 
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 – вхідні впливи на ланку (
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 – передавальна функція ланки за і-м вхідним впливом, 
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 – поліноми стосовно p. Корені полінома 
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 у випадку, коли вони мають від'ємні дійсні частини, називають полюсами передавальної функції (pole of transfer function).


4.2. Опис процесів через передавальні функції

У загальному випадку роботу лінійної неперервної нестаціонарної системи (linear continuous nonstationary system) можна описати за допомогою рівняння:
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з початковими умовами 
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) – сталі коефіцієнти, що визначаються конструктивними особливостями й параметрами ланки. 

Диференціальне рівняння (4.9) перетворюють до еквівалентного алгебраїчного рівняння із використанням перетворення Лапласа. Перетворенням Лапласа називають відношення
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що ставить у відповідність функції 
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 комплексної змінної 
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. При цьому функцію 
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 називають оригіналом (inverce transform) функції 
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 – зображенням або зображенням по Лапласу (Laplace representation) функції 
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Операцію переходу від вихідної функції 
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 називають прямим (direct) перетворенням Лапласа і математично записують у вигляді:
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де 
[image: image69.wmf]L

 – оператор Лапласа.
Операцію переходу від зображення 
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 називають оберненим (inverce) перетворенням Лапласа і математично записують у вигляді:
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(4.12)
де 
[image: image73.wmf]1
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 – обернений оператор Лапласа.

За допомогою перетворення Лапласа рівняння (4.9) перетворюють до вигляду:
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Комплексна змінна р у цьому випадку є оператором диференціювання за часом, тобто 
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З оператором можна виконувати ті самі дії, що і з іншими членами алгебраїчного рівняння (множити, ділити, виносити за дужки тощо). Можливість запису диференціального рівняння в операторній формі значно спрощує подальші розрахунки. 

Перехід від диференціального рівняння до еквівалентного йому алгебраїчного називають перетворенням Лапласа (Laplace transformation). 

Передавальна функція системи в операторній формі має вигляд:
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Зображенням одиничної функції 
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Зображенням експоненти 
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4.3. Перехідні й частотні характеристики ланок
Динамічні властивості лінійних ланок та систем можуть бути описані рівняннями й графічними характеристиками. У теорії автоматичних систем застосовують два типи характеристик – перехідні й частотні. Характеристики ланки можна:

- побудувати за рівняннями ланок;

- визначити експериментально.

За експериментально виміряними характеристиками можна скласти рівняння ланки. Окрім того, за допомогою цих характеристик можна визначати реакцію ланки на збурення довільного типу.


Перехідні і частотні характеристики пов’язані з рівнянням ланки і поряд з ним є вичерпним описом динамічних властивостей ланки.
Перехідна, або часова, характеристика (transfer characteristic, step response, transient response, time behavior) ланки є графіком зміни її вихідної величини з часом, зумовленої поданням на вхід ланки одиничного східчастого впливу.

Одиничним східчастим впливом є вплив, який миттєво зростає від нуля до одиниці і далі залишається незмінним. Аналітично він може бути записаний у вигляді функції:
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Функцію, що описує перехідну характеристику, називають перехідною функцією і зазвичай позначають h(t). Тобто, 
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. Приклади перехідних характеристик при одиничному східчастому впливі наведено на рис. 4.3.
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Рис. 4.3. Приклади перехідних характеристик при одиничному східчастому впливі
Імпульсна перехідна характеристика (Dirak response, unit-impulse response) є реакцією ланки на одиничний імпульс.

Одиничним імпульсом є математична ідеалізація гранично короткого імпульсного сигналу. Аналітичний вираз для одиничного імпульсу називається одиничною імпульсною функцією або дельта-функцією і має вигляд:
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За визначенням
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і площа під дельта-функцією дорівнює одиниці.
Функцію, що описує імпульсну перехідну характеристику, називають імпульсною перехідною або ваговою функцією і позначають 
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. Тобто, 
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. Приклади перехідних характеристик при імпульсному впливі наведено на рис. 4.4.
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Рис. 4.4. Приклади перехідних характеристик при імпульсному впливі
Дельта-функція пов’язана з одиничною східчастою функцією співвідношенням:
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Аналогічний зв'язок існує між перехідною й ваговою функціями лінійних ланок:
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Частотні характеристики описують усталені змушені коливання на виході ланки, зумовлені гармонічними впливами на вході. 

Нехай на вхід ланки подано гармонічний вплив:
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 – амплітуда, а 
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 – частота цього впливу.

Після закінчення перехідного процесу на виході ланки спостерігаються гармонічні коливання з тією самою частотою, що і вхідні, однак, з відмінними амплітудою і фазою. В усталеному режимі вихідна величина ланки описується рівнянням:
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де 
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 – амплітуда вихідних усталених коливань, 
[image: image102.wmf]j

 – зсув фаз між вхідними та вихідними коливаннями.

Вхідні 
[image: image103.wmf](

)

t

x

 та усталені вихідні 
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 коливання ланки при гармонічному впливі наведено на рис. 4.5.
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Рис. 4.5. Вхідні й вихідні коливання при гармонічному впливі
При фіксованій амплітуді вхідних коливань амплітуда й фаза усталених вихідних коливань ланки залежать від частоти. Залежність відношення амплітуд 
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 від частоти 
[image: image107.wmf]w

 називають амплітудно-частотною характеристикою (gain-frequency characteristic) або АЧХ. Залежність зсуву фаз 
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 від частоти 
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 називають фазово-частотною характеристикою (phase-frequency characteristic) або ФЧХ.
Типовий вигляд амплітудно-частотної і фазово-частотної характеристик для звичайних інерційних ланок наведено на рис. 4.6.
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Рис. 4.6. Типові характеристики інерційних ланок: а) АЧХ, б) ФЧХ
Амплітудно-частотна характеристика інерційних ланок через їх інерційність зі збільшенням частоти спадає до нуля. Частоту, що відповідає максимуму АЧХ, називають резонансною частотою (resonancy frequency). Якщо частота коливань перевищує резонансну, то при її подальшому зростанні амплітуда вихідних коливань згасає до нуля, оскільки при високих частотах ланка не встигає реагувати на зміну зовнішнього впливу. Чим менш інерційною є ланка, тим довшою є її АЧХ, тобто ширшою є смуга пропускання ланки (pass band, transmission band, bandpass). Теоретично амплітудно-частотна характеристика продовжується до нескінченності, але на практиці за межу смуги пропускання беруть значення частоти, за якої відношення амплітуд стає меншим ніж 0,05.

Фазова частотна характеристика звичайних інерційних ланок є від'ємною, тобто вихідні коливання за фазою відстають від вхідних, і це відставання зростає з частотою. 


Аналітичні вирази 
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 називають відповідно амплітудною і фазовою частотними функціями.
При дослідженні систем автоматичного управління амплітудну й фазову частотні характеристики зручно будувати в логарифмічних координатах, оскільки:

- в логарифмічних координатах змінюється кривизна амплітудних характеристик, і з'являється можливість їх спрощеного зображення ламаними лініями;

- зручнішою виявляється побудова амплітудних частотних характеристик ланцюга послідовно з’єднаних ланок.
Останнє можливо через те, що амплітудно-частотна характеристика ланцюга послідовно з’єднаних ланок дорівнює добутку амплітудних частотних характеристик складових ланок, тобто

[image: image114.wmf]i

n

1

i

A

A

П

=

=

,





(4.17)
де 
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 – амплітуди коливань на вході ланки, вході і виході 
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-тої ланки, виході останньої 
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-ної ланки ланцюга.


Якщо прологарифмувати вираз (4.17), отримаємо
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тобто в логарифмічному масштабі амплітудно-частотна характеристика ланцюга ланок дорівнює сумі амплітудно-частотних характеристик окремих ланок.

Амплітудно-частотна характеристика в логарифмічних координатах будується як залежність 
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 від 
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 або 
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 від 
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, яку називають логарифмічною (logarithmic) амплітудною характеристикою або ЛАХ. Одиницею виміру величини 
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 є Бел: 1 Бел відповідає посиленню потужності у 10 разів.
Фазово-частотна характеристика у напівлогарифмічних координатах будується як залежність 
[image: image129.wmf]j

 від 
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w

, яку називають логарифмічною фазовою характеристикою або ЛФХ.
Амплітудну і фазову частотні характеристики об’єднують в одну амплітудно-фазову частотну характеристику (АФЧХ). Її будують, використовуючи 
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 як полярні координати (рис. 4.7).

[image: image133]
Рис. 4.7. Амплітудно-фазова частотна характеристика
Кожна точка АФЧХ відповідає певному значенню частоти 
[image: image134.wmf]w

.

Амплітудно-фазову частотну характеристику можна будувати і в прямокутній системі координат – у комплексній площині. 

Гармонічний вплив у векторній формі можна записати як:
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де 
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Після закінчення перехідного процесу на виході розімкненої системи установляться змушені періодичні коливання, що визначаються співвідношенням:
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За визначенням комплексний коефіцієнт підсилення (complex gain factor, complex multiplication factor) 
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Комплексний коефіцієнт підсилення 
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а фаза
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де Re та Im, відповідно, дійсна та уявна частини вектора 
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На комплексній площині частотна передавальна функція при фіксованій частоті є вектором, довжина якого дорівнює 
[image: image146.wmf](
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, а кут, що він утворює з додатною дійсною віссю, дорівнює φ.

При неперервній зміні частоти відбувається зміна модуля та фази вектора. Його кінець описує на комплексній площині певну криву, яку називають годографом. Годограф (locus) – це геометричне місце точок кінця вектора підсилення на комплексній площині при зміні частоти від нуля до нескінченості.

Питання до розділу
1. Що є завданням аналізу САУ?

2. Що є завданням синтезу САУ?

3. Чому для математичного опису САУ поділяють на ланки спрямованої дії?

4. Для чого здійснюють лінеаризацію ланок?

5. У яких випадках лінеаризація ланок є можливою й у яких випадках вона неможлива?

6. Яких правил слід дотримуватися при записі лінеаризованих диференціальних рівнянь ланок?

7. Записати передавальну функцію для ланки, заданої диференціальним рівнянням.

8. Що називають полюсами передавальної функції?

9. Для ланки, заданої диференціальним рівнянням, записати еквівалентне алгебраїчне рівняння.

10. Що називають перехідною характеристикою ланки?

11. Що називають імпульсною перехідною характеристикою ланки?

12. Що називають амплітудно-частотною й фазово-частотною характеристиками ланки? Зобразити схематично їх типовий вигляд і пояснити його.

13. Що називають логарифмічними амплітудною й фазовою характеристиками ланки, амплітудно-фазовою характеристикою ланки?

14. Що називають комплексним коефіцієнтом підсилення?

15. Що називають годографом вектора підсилення?
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