5. ТИПОВІ ДИНАМІЧНІ ЛАНКИ

Динамічні режими роботи лінійних систем автоматичного управління досліджують за допомогою математичних моделей їх ланок. Системи і ланки зазвичай описують диференціальними рівняннями досить високого порядку, і, у загальному випадку, їх передавальні функції мають вигляд:
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(5.1)
Однак, системи завжди можна представити як з’єднання ланок, порядок диференціальних рівнянь яких не вище другого, а передавальні функції (5.1) мають вигляд простих множників
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(5.2)

або простих дробів
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(5.3)


Ланки, передавальні функції яких мають вигляд (5.2) або (5.3), називають типовими або елементарними ланками. Будь-яку динамічну лінійну систему можна представити у вигляді сукупності таких типових ланок: пропорційних, інерційних, інтегрувальних, диференціювальних і коливальних, кожна з яких, у свою чергу, досить повно характеризується формою диференціального рівняння, виглядом передавальної функції і виглядом перехідної функції.

Розглянемо типові динамічні ланки та їх перехідні й частотні характеристики.


5.1. Пропорційна ланка

Пропорційною (підсилювальною, ідеальною статичною) ланкою називають ланку, диференціальне рівняння якої
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(5.4)

або при застосуванні зображень
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(5.5)

Передавальна функція пропорційної ланки має вигляд:
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(5.6)
До пропорційних ланок належать усі пристрої, для яких у будь-який момент часу вихідна величина пропорційна вхідній. Такими ланками, зокрема, є редуктор і трансформатор. Приклади конструктивного виконання пропорційних ланок наведено на рис. 5.1.
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Рис. 5.1. Приклади конструктивного виконання пропорційних ланок

Якщо 
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, то ланка називається стаціонарною.
Перехідну функцію пропорційної ланки отримують при подачі на вхід одиничного східчастого впливу (4.15). Вихідною величиною при цьому буде стала величина 
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Частотна функція пропорційної ланки є модулем комплексного коефіцієнта підсилення 
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. Він містить тільки дійсну частину, тому зсув фаз 
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. Амплітудно-фазова частотна характеристика або годограф є точкою, розташованою на дійсній осі комплексної площини.
Логарифмічна амплітудна частотна характеристика пропорційної ланки має вигляд:
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Логарифмічна фазова частотна характеристика пропорційної ланки збігається з віссю частот, оскільки 
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Типові характеристики пропорційних ланок наведено на рис. 5.2.
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Рис. 5.2. Типові характеристики пропорційних ланок


5.2. Інерційна ланка
Ланку називають інерційною (статичною ланкою першого порядку, релаксаційною, аперіодичною), якщо зв'язок між вхідною та вихідною величинами описується диференціальним рівнянням:
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(5.7)
де 
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 – коефіцієнт підсилення ланки, Т – стала часу, яка є динамічною характеристикою, що визначає перехідний процес.

Прикладом інерційної ланки є електрична схема з резистором і конденсатором (рис. 5.3).
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Рис. 5.3. Приклад інерційної ланки

В операторному вигляді рівняння (5.7) є таким:
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(5.8)
Тому передавальна функція інерційної ланки
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Перехідна характеристика інерційної ланки представляє собою експоненціальну криву (рис. 5.4), за якою можна визначити такі параметри: коефіцієнт підсилення 
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, що відповідає точці перетину дотичної до характеристики у початку координат з її асимптотою.
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Рис. 5.4. Перехідна характеристика інерційної ланки

При підстановці 
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 в операторне рівняння (5.8), отримаємо частотну передавальну функцію інерційної ланки
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(5.9)

Для побудови годографа інерційної ланки чисельник і знаменник (5.9) необхідно помножити на комплексно-спряжену величину 
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(5.10)

Рівняння (5.10) представляє собою рівняння кола з центром у точці 
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, годограф інерційної ланки описує півколо з центром у точці 
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Рис. 5.6. Годограф для інерційної ланки

Аналітичний вираз для логарифмічної амплітудно-частотної характеристики має вигляд:
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ЛАЧХ складається з двох доданків і приблизно може бути поданою ламаною лінією. Таку наближену характеристику називають асимптотичною логарифмічною амплітудно-частотною характеристикою.
При 
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 у виразі (5.11) можна знехтувати другим доданком. Тоді асимптотична ЛАЧХ є прямою, паралельною вісі абсцис з ординатою 
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При 
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 можна знехтувати першим доданком. У цьому разі асимптотична ЛАЧХ є прямою, що описується рівнянням
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Ця лінія є другою асимптотою, до якої прямує ЛАЧХ при 
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.   Обидві асимптоти перетинаються в точці 
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. Цю частоту називають спрягаючою. 

Схематичний вигляд ЛАЧХ інерційної ланки та її асимптот показано на рис. 5.7.
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Рис. 5.7. ЛАЧХ та ЛФЧХ інерційної ланки


5.3. Інтегрувальна ланка

Ланку називають інтегрувальною або астатичною, якщо її функціонування описується рівнянням:
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(5.12)

тобто вихідна величина ланки пропорційна інтегралу від вхідної величини.

Прикладом інтегрувальної ланки є зміна кутової швидкості диска під впливом управляючого моменту зовнішніх сил.

В операторній формі зв'язок між вхідною та вихідною змінними інтегрувальної ланки має вигляд: 
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(5.13)
звідки передавальна функція ланки:
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(5.14)
Перехідна функція інтегрувальної ланки:


[image: image55.wmf](

)

kt

t

h

=

.




(5.15)
Вагова функція інтегрувальної ланки:
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(5.16)
Відповідні характеристики інтегрувальної ланки наведено на рис. 5.8:
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Рис. 5.8. Перехідна і імпульсна перехідна (вагова) функції інтегрувальної ланки
Комплексний коефіцієнт підсилення отримаємо при підстановці 
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 у передавальну функцію ланки:
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(5.17)

Він є суто уявною величиною, а його модуль зменшується зі зміною частоти, прагнучи до нескінченності при 
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. Тому амплітудно-фазова характеристика інтегрувальної ланки проходить по від’ємній уявній осі (рис. 5.9).
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Рис. 5.9. Амплітудно-фазова характеристика інтегрувальної ланки

Згідно з (5.17) амплітудна і фазова частотні характеристики:
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Аналітичний вираз для ЛАЧХ інерційної ланки:
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(5.18)
де 
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Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика інтегрувальної ланки є прямою, що перетинає вісь 
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Логарифмічна фазово-частотна характеристика інтегрувальної ланки також є прямою, оскільки фазовий кут на всіх частотах є постійним.
На рис. 5.10 наведено схематичний вигляд логарифмічних амплітудної і фазової частотних характеристик інтегрувальних ланок:
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Рис. 5.10. Характеристики інтегрувальних ланок

Реальна інтегрувальна ланка зазвичай не дорівнює точно інтегралу від вхідної величини через певну інерційність, і рівняння такої ланки набуває вигляду:
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(5.19)


Рівняння (5.19) другого порядку можна замінити системою рівнянь першого порядку:
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(5.20)
де z – нова змінна.

Система (5.20) відповідає послідовному з'єднанню ідеальної інтегрувальної та інерційної ланок. Реальна інтегрувальна ланка не є типовою елементарною ланкою, оскільки її можна представити у вигляді послідовного з’єднання типових ланок – ідеальної інтегрувальної та інерційної.

5.4. Диференціювальна ланка


Ланка називається диференціювальною або реальною диференціювальною ланкою, якщо її функціонування описується рівнянням
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(5.21)
тобто вихідна величина такої ланки пропорційна похідній від вхідної величини.

В операторній формі рівняння диференціювальної ланки має вигляд:
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а передавальна функція: 
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Перехідна функція диференціювальної ланки
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Комплексний коефіцієнт підсилення диференціальної ланки отримаємо при підстановці 
[image: image74.wmf]w
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 у передавальну функцію (5.23):
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тобто амплітудно-фазова характеристика ланки збігається з додатною уявною піввіссю (рис. 5.11).







Рис. 5.11. Амплітудно-фазова характеристика диференціювальної ланки


Згідно з (5.25), амплітудна і фазова частотні характеристики диференціювальної ланки:

[image: image76.wmf](

)

w

=

w

T

A

 і 
[image: image77.wmf](

)

2

0

T

arctg

p

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

w

=

w

j

.

Логарифмічна амплітудна характеристика ланки:
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Амплітудна і фазова характеристики диференціювальної ланки наведено на рис. 5.12.




Рис. 5.12. Логарифмічні амплітудна і фазова характеристики диференціювальних ланок

Передавальна функція і відповідно характеристики диференціальної ланки обернені до передавальної функції і характеристик інтегрувальної ланки.


Реальні диференціювальні ланки характеризуються скінченою інерційністю, внаслідок чого здійснюване ними диференціювання не є точним. Рівняння реальної диференціювальної ланки має вигляд:
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В операторній формі рівняння ланки:
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Її передавальна функція
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Зображення перехідної функції реальної диференціювальної ланки:
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а її оригінал
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Комплексний коефіцієнт підсилення згідно з (5.28):
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Для побудови амплітудно-фазової характеристики ланки помножимо чисельник і знаменник (5.30) на комплексно спряжену величину 
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(5.31)


Годограф або амплітудно-фазова характеристика реальної диференціювальної ланки розташована у першому квадранті комплексної площини і має вигляд півкола радіуса 
[image: image87.wmf]2
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 з центром у точці 
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Перехідну і амплітудно-фазову характеристики реальної інтегрувальної ланки наведено на рис. 5.13.


Аналітичний вираз для логарифмічної амплітудно-частотної характеристики реальної диференціювальної ланки має вигляд:
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 (5.32)







Рис. 5.13. Перехідна і амплітудно-фазова характеристики реальної інтегрувальної ланки
В області низьких частот (
[image: image90.wmf]1
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) другий доданок (5.32) прямує до нуля і ЛАЧХ наближається до прямої з кутом нахилу +1 дБ/дек. В області високих частот (
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) другий доданок (5.32) наближається до першого, а ЛАЧХ – до вісі абсцис. 

Частотна залежність фазового кута задається виразом:
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(5.33)
Вигляд основних характеристик реальної диференціювальної ланки схематично показано на рис. 5.14.

Реальна диференціювальна ланка, як і реальна інтегрувальна, не є типовою, так як її можна замінити послідовним з'єднанням ідеальної диференціювальної та пропорційної ланок.







Рис. 5.13. ЛАЧХ і ЛФЧХ реальної диференціювальної ланки

5.5. Ланка з постійним запізненням
У будь-якому пристрої вихідна величина має певне запізнення порівняно з вхідною. В окремих випадках це запізнення є малим і ним можна знехтувати, в інших випадках часовий зсув є істотним і його необхідно враховувати. Якщо пристрій не поглинає енергію, то вхідна й вихідна величини однаково залежать від часу.
Ланка з постійним запізненням описується рівнянням:
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де 
[image: image94.wmf]t

 – час запізнення.


Прикладами ланок з постійним запізненням є довгі трубопроводи, деякі печі й нагрівачі.
Рівняння ланки в операторній формі має вигляд:
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її передавальна функція:
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(5.36)

Перехідна характеристика, яка є графіком реакції ланки 
[image: image97.wmf](
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, схематично зображена на рис. 5.14.




Рис. 5.14. Перехідна характеристика ланки з постійним запізненням

Комплексний коефіцієнт підсилення ланки з постійним запізненням отримуємо з (5.36) підстановкою 
[image: image99.wmf]w

®

i

p

:

[image: image100.wmf](

)

(

)

(

)

1

sin

cos

e

i

K

2

2

i

=

wt

+

wt

=

=

w

wt

-

.


(5.37)

Годограф або амплітудно-фазова характеристика ланки є окружністю радіусом 1 з центром у початку координат комплексної площини (рис. 5.15).




Рис. 5.15. Схематичний вигляд амплітудно-фазової характеристики ланки з постійним запізненням

Аналітичний вираз для логарифмічної амплітудно-частотної характеристики ланки з постійним запізненням:
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Логарифмічна фазово-частотна характеристика ланки має вигляд:
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(5.39)
Схематичний вигляд ЛАЧХ й ЛФЧХ ланки з постійним запізненням наведено на рис. 5.16.




Рис. 5.16. Схематичний вигляд ЛАЧХ й ЛФЧХ ланки з постійним запізненням


5.6. Коливальна ланка
Коливальна ланка описується диференціальним рівнянням:
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або
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де 
[image: image105.wmf]1
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 – коефіцієнт згасання.
В операторній формі рівняння коливальної ланки записується у вигляді:
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Передавальна функція коливальної ланки має вигляд:
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(5.43)
Ланка є коливальною, якщо 
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Якщо 
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 є одиничною функцією, то перехідна функція коливальної ланки набуває вигляду:
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де 
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Схематичний вигляд перехідної характеристики коливальної ланки наведено на рис. 5.17.





Рис. 5.17. Схематичний вигляд перехідної характеристики коливальної ланки

Для визначення комплексного коефіцієнта підсилення коливальної ланки здійснимо заміну 
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Якщо 
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Графік амплітудно-фазової характеристики коливальної ланки наведено на рис. 5.18.





Рис. 5.18. Амплітудно-фазова характеристика коливальної ланки

Для побудови ЛАЧХ коливальної ланки вираз для модуля вектора К записують у вигляді:
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(5.46)
Після логарифмування виразу (5.45) одержимо логарифмічну амплітудно-частотну характеристику:
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(5.47)
Побудова асимптотичної ЛАЧХ коливальної ланки пов'язана з істотною похибкою, яка залежить від коефіцієнта згасання 
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Питання до розділу
1. Які ланки називають пропорційними? Навести приклади пропорційних ланок. Зобразити графічно типові характеристики пропорційних ланок.

2. У якому випадку пропорційна ланка є стаціонарною?

3. Які ланки називають інерційними? Навести приклади інерційних ланок. Зобразити схематично графіки ЛАЧХ й ЛФЧХ інерційної ланки, пояснити їх.

4. Визначити передавальну функцію заданої інерційної ланки. Чому графік комплексної передавальної функції не залежить від вхідного сигналу?

5. Зобразити схематично графіки вихідного сигналу інерційної ланки для випадків, коли у певний момент часу на вхід подається: а) постійний сигнал; б) гармонічний сигнал.

6. Які ланки називають інтегрувальними? Навести приклади інтегрувальних ланок. Для заданої інтегрувальної ланки записати перехідну й вагову функції.

7. Зобразити схематично ЛАЧХ й ЛФЧХ інтегрувальної ланки. Пояснити їх вигляд.

8. Які ланки називають реальними інтегрувальними? Як можна подати реальну інтегрувальну ланку через типові динамічні ланки?

9. Які ланки називають диференціювальними? Навести приклади диференціювальних ланок. Для заданої диференціювальної ланки записати перехідну й вагову функції.

10. Зобразити схематично ЛАЧХ й ЛФЧХ диференціювальної ланки. Пояснити їх вигляд.

11. Які ланки називають реальними диференціювальними? Як можна подати реальну диференціювальну ланку через типові динамічні ланки?

12. Зобразити графічно годограф реальної диференціювальної ланки. Пояснити його вигляд.

13. Зобразити графічно ЛАЧХ й ЛФЧХ реальної диференціювальної ланки. Пояснити їх вигляд.

14. Які ланки називають ланками з постійним запізненням? Навести приклади таких ланок. Записати передавальну функцію заданої ланки з остійним запізненням.

15. Зобразити схематично перехідну характеристику й годограф ланки з постійним запізненням. Пояснити їх.

16. Зобразити схематично ЛАЧХ й ЛФЧХ ланки з постійним запізненням. Пояснити їх.

17. Які ланки називають коливальними? Навести приклади таких ланок.

18. Зобразити схематично перехідну характеристику коливальної ланки, її ЛАЧХ й ЛФЧХ. Пояснити їх.
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