6. Типові розрахунки лінійних систем

6.1. Знаходження передавальної функції системи за передавальними функціями ланок

Знаходження диференціального рівняння усієї системи автоматичного управління є досить трудомістким процесом. Використання типових динамічних ланок дає змогу полегшити процес знаходження рівняння системи, оскільки за наявності рівнянь усіх ланок системи математичною моделлю останньої є система цих рівнянь. Виключивши з неї проміжні змінні, можна отримати рівняння високого порядку, що зв'язує вихідну величину з вхідною величиною – певним управляючим впливом або збуренням. Однак за допомогою передавальних функцій ланок опис системи можна отримати значно простіше.

У випадку системи послідовно з'єднаних ланок (рис. 6.1) передавальну функцію розраховують як добуток передавальних функцій окремих ланок:
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Рис. 6.1. Система послідовно з'єднаниих ланок (розімкнена система)

У випадку системи паралельно з'єднаних ланок спрямованої дії       (рис. 6.2) передавальну функцію розраховують як суму передавальних функцій окремих ланок:  
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Рис. 6.2. Система паралельно з'єднаних ланок (розімкнена система)

У випадку, коли послідовно з’єднані ланки охоплені зворотним зв’язком (рис. 6.3), передавальну функцію системи розраховують за формулою:
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(6.3)

При цьому знак "+" у знаменнику відповідає від’ємному, а знак "–" – додатному зворотному зв'язку.
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Рис. 6.3. Система ланок, охоплених зворотним зв’язком (замкнена система)

Наведемо приклад розрахунку передавальної функції системи, функціональна схема якої представлена на  рис. 6.4. 
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Рис. 6.4. Функціональна схема системи автоматичного управління

Система  містить три послідовно з’єднані ланки, охоплені від’ємним зворотним зв’язком. При цьому зворотний зв’язок містить ще дві послідовно з’єднані ланки. Передавальна функція системи (рис. 6.4) має вигляд:
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(6.4)

Нехай система містить дві підсилювальні та три інерційні ланки, передавальні функції яких:
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(6.5)

Підставляючи (6.5) до виразу передавальної функції системи (6.4), одержуємо:
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(6.6)
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У загальному випадку багатоконтурної САУ для отримання передавальної функції системи багатоконтурну замкнену систему перетворюють у розімкнену. При цьому замінюють групи послідовно або паралельно з’єднаних ланок, а також ланок зі зворотним зв’язком ланками з еквівалентною передавальною функцією. Крім того, при перенесенні підсумовуючого елемента або точки розгалуження за напрямком або проти напрямку проходження інформації до ланки додають фіктивні елементи з відповідними передавальними функціями (рис. 6.5 і 6.6).
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Рис. 6.5. Правила перетворень при перенесенні підсумовуючого елемента
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Рис. 6.6. Правила перетворень при перенесенні точки розгалуження

Наведемо приклад перетворення багатоконтурної системи (рис. 6.7).
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Рис. 6.7. Функціональна схема системи автоматичного управління

На першому кроці переносимо точку відведення верхнього контуру на один елемент вліво так, щоб вона збігалася із точкою відведення нижнього контуру (рис. 6.8).
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Рис. 6.8. Система (рис. 6.7) після першого кроку перетворення

На другому кроці замінюємо верхній контур, а також паралельні ділянки середнього та нижнього контурів еквівалентними ланками (рис. 6.9). 
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Рис. 6.9. Система (рис. 6.7) після другого кроку перетворення

І нарешті, замінюємо отримані два паралельні контури еквівалентною ланкою (рис. 6.10).
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Рис. 6.10. Еквівалентна ланка для системи (рис. 6.7).

6.2. Побудова структурної схеми системи за її диференціальним рівнянням
Структурну схему системи автоматичного управління можна побудувати за допомогою типових ланок і суматорів.

Загальний алгоритм побудови структурної схеми є таким:

1) на першому етапі необхідно перетворити вихідне рівняння до вигляду, у якому член з вищою похідною буде в лівій частині рівняння, а всі інші члени – у правій;

2) потім отримане співвідношення подати за допомогою суматорів, диференціювальних та підсилювальних ланок;

3) далі всі нижчі похідні отримати як сигнали на відповідних виходах послідовно з'єднаних інтегрувальних ланок;

4) і нарешті, початкові умови задати як постійні у часі впливи, прикладені до виходів інтегрувальних ланок.

Розглянемо приклад побудови структурної схеми системи, що описується диференціальним рівнянням:
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(6.7)

з початковими умовами 
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Після перетворення рівняння (6.7) набуває вигляду:
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(6.8)

Сигнал 
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 можна отримати за допомогою підсилювальної ланки з коефіцієнтом підсилення 1/3. Далі прямий ланцюг структурної схеми будується шляхом послідовного перетворення сигналу 
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 інтегрувальними ланками, на виходи яких подають сигнали, що відповідають початковим умовам. До схеми також уводять суматор, вихідним сигналом якого є 
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, а на його вході реалізується рівність (6.8). Для цього до прямої ланки додають з'єднання диференціювальної та підсилювальної ланок, що перетворює вихідний сигнал 
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 подають на суматор з відповідними знаками за допомогою зворотних зв'язків.

У результаті виконаних перетворень отримаємо структурну схему системи, заданої диференціальним рівнянням (6.7), наведену на рис. 6.11.
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Рис. 6.11. Структурна схема системи, що описується рівнянням (6.7)

6.3. Визначення диференціального рівняння системи за її структурною схемою
Алгоритм знаходження диференціального рівняння системи за її відомою структурною схемою такий:

1) позначити на схемі всі проміжні сигнали;

2) записати рівняння для кожної окремої ланки й кожного окремого суматора;

3) виключити проміжні змінні (крім вхідного й вихідного сигналів) з отриманої системи диференціальних та алгебраїчних рівнянь.

Розглянемо приклад знаходження диференціального рівняння системи за структурною схемою, наведеною на рис. 6.12.
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Рис. 6.12. Приклад структурної схеми системи

Запишемо рівняння окремих ланок системи і суматора:
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(6.9)

З рівностей (6.9) маємо:
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(6.10)

Переходячи від операторної форми запису диференціального рівняння до звичайної, отримуємо:
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(6.11)
6.4. Отримання диференціальних рівнянь з'єднань за диференціальними рівняннями ланок

Загальна постановка задачі має вигляд – рівняння ланок системи задані в операторній формі:
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(6.12)
де 
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 – кількість ланок у з’єднанні,

– необхідно записати в аналогічній формі рівняння певного типу з’єднання цих ланок.

Нижче наведемо методику і приклади розв’язування цієї задачі методом операторів, що урівнюють, для двох ланок у випадку послідовного та паралельного з’єднань, а також з’єднання зі зворотним зв'язком.

Послідовне з’єднання

Схема послідовного з’єднання двох ланок, заданих рівняннями (6.12), наведена на рис. 6.13.
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Рис. 6.13. Схема послідовного з’єднання двох ланок

Таке з’єднання можна описати системою:
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(6.13)

Помножимо тепер перше рівняння системи (6.13) на певний диференціальний оператор 
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(6.14)

Оператори, що урівнюють, вибираємо так, щоб виконувалась умова:
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(6.15)

Тоді рівняння послідовного з’єднання двох ланок набуває вигляду:
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(6.16)

звідки, з врахуванням рівності (6.12), отримаємо вирази для операторів:
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Будемо вважати, що порядки операторів 
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З рівності (6.16) слідує рівність порядків операторів у лівій та правій частинах (6.17), тобто
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Оскільки значення 
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Загальна кількість невідомих коефіцієнтів у системі (6.19) дорівнює 
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(6.20)

де 
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 – порядок оператора 
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(6.21)

При дії оператора 
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 на функцію, що залежить від аргументу 
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, виконується диференціювання, наприклад:
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Для запобігання помилок, коефіцієнти диференціальних рівнянь, які дорівнюють одиниці, записують у явному вигляді, наприклад:
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Слід зазначити також, що перестановка множників при множенні операторів може приводити до зміни результату, наприклад:
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Розглянемо приклад знаходження диференціального рівняння послідовного з’єднання двох ланок, які задані системою:
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Оператори, що відповідають рівнянням заданих ланок, є такими:
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Порядки операторів, що урівнюють: 
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, тому вони мають вигляд:
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Добуток операторів:
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 
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, одержимо:
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Беручи 
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Звідси маємо:
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Таким чином, диференціальне рівняння послідовного з'єднання ланок, що розглядаються, має вигляд:
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Паралельне з’єднання

Схема паралельного з’єднання наведена на рис. 6.14.
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Рис. 6.14. Схема паралельного з’єднання двох ланок

Система диференціальних рівнянь, що описують дві паралельно з’єднані ланки, має вигляд:
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(6.22)

З другого й третього рівнянь системи (6.22) отримуємо:
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Виключимо 
[image: image123.wmf]1

y

 з першого рівняння системи (6.22) і рівняння (6.23). Для цього помножимо їх зліва на оператори, що урівнюють, 
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(6.24)

Оператори, що урівнюють, обиратимемо так, щоб задовольнялась умова:
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(6.25)

Тоді рівняння паралельного з’єднання ланок набуває вигляду:
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(6.26)

Звідси:
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(6.27)

Розглянемо приклад знаходження диференціального рівняння паралельного з’єднання двох ланок, які задані системою:
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Оператори, що відповідають рівнянням ланок, є такими:
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Порядки операторів, що урівнюють, дорівнюють: 
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, тому вони мають вигляд:
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Співвідношення (6.25) набуває вигляду:
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 
[image: image140.wmf]p

, одержимо:
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Отже, 
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Звідси маємо:
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[image: image150.wmf]1
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Таким чином, шукане диференціальне рівняння паралельного з’єднання ланок має вигляд:
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З’єднання зі зворотним зв’язком

Схема з’єднання зі зворотним зв’язком наведена на рис. 6.15. 
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Рис. 6.15. Схема з’єднання зі зворотним зв’язком

Система диференціальних рівнянь, що описує таку систему, має вигляд:
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(6.28)

Підставляючи третє рівняння системи (6.28) до першого, одержимо:
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Виключимо 
[image: image156.wmf]f
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 з другого рівняння системи (6.28) та рівняння (6.29). Для цього помножимо їх зліва на оператори, що урівнюють, 
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(6.30)

Оператори, що урівнюють, обиратимемо так, щоб вони задовольняли умову:
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(6.31)

Тоді одержимо:
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(6.32)

Таким чином, оператори шуканого диференціального рівняння мають вигляд:
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(6.32)

Розглянемо приклад знаходження диференціального рівняння ланок з від’ємним зворотним зв’язком, які задані системою:
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Рівнянням ланок відповідають такі оператори:
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Порядки операторів, що урівнюють: 
[image: image168.wmf]1

n

2

=

=

n

; 
[image: image169.wmf]0

m

1

=

=

m

, тому оператори:


[image: image170.wmf]p

U

1

0

1

a

+

a

=

; 
[image: image171.wmf]0

2

U

b

=

.

Запишемо рівність (6.31) з урахуванням (6.21):
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Операторами шуканого диференціального рівняння є:
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Таким чином, диференціальне рівняння заданого з’єднання ланок зі зворотним зв’язком має вигляд:
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Питання до розділу
1. Отримати вираз для розрахунку передавальної функції заданої системи послідовно з’єднаних ланок.

2. Визначити передавальну функцію заданої системи послідовно з’єднаних ланок.

3. Отримати вираз для розрахунку передавальної функції системи паралельно з’єднаних ланок.

4. Визначити передавальну функцію заданої системи паралельно з’єднаних ланок.

5. Отримати вираз для розрахунку передавальної функції ланки, що охоплена зворотним зв’язком.

6. Визначити передавальну функцію заданої ланки, що охоплена зворотним зв’язком.

7. Розрахувати передавальну функцію заданої системи лінійних ланок.

8. Перетворити задану систему до еквівалентної шляхом перенесення підсумовуючого елемента.

9. Перетворити задану систему до еквівалентної шляхом перенесення точки розгалуження.

10. Перетворити задану багатоконтурну систему до еквівалентної ланки.

11. Який загальний порядок побудови структурної схеми системи за її диференціальним рівнянням?

12. Побудувати структурну схему системи за її диференціальним рівнянням.

13. Який загальний порядок визначення диференціального рівняння системи за її структурною схемою?

14. Визначити диференціальне рівняння системи, що задана структурною схемою.

15. Визначити диференціальне рівняння двох послідовно з’єднаних ланок, заданих їх диференціальними рівняннями.

16. Визначити диференціальне рівняння двох паралельно з’єднаних ланок, заданих їх диференціальними рівняннями.

17. Визначити диференціальне рівняння з’єднання зі зворотним зв’язком двох ланок, заданих їх диференціальними рівняннями.
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