8. ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ПАРАМЕТРІВ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО УПРАВЛІННЯ НА ЇХ СТІЙКІСТЬ 

Критерії стійкості використовують для дослідження автоматичної системи управління на стійкість при заданих параметрах системи. За їх допомогою також можна прослідкувати вплив певних параметрів на стійкість системи, наприклад, визначити граничні значення коефіцієнтів підсилення й часу запізнення системи. 

Для дослідження впливу різних параметрів системи на її стійкість, розроблено спеціальні методи:


1) аналіз переміщення коренів характеристичного рівняння у площині коренів й побудова кореневих годографів; 


2) побудова областей стійкості у просторі параметрів системи або коефіцієнтів характеристичного рівняння. 

8.1. Метод кореневого годографа

Метод кореневого годографа дає змогу оцінити вплив параметрів САУ на розташування коренів характеристичного рівняння. Метод було запропоновано К.Ф. Теодорчиком (1891-1968 рр.) у 1948 р. Зазвичай розглядають вплив одного параметра на розташування коренів, найчастіше, коефіцієнта підсилення. 

Кореневим годографом називають геометричне місце коренів характеристичного рівняння при змінюванні одного з параметрів системи від 0 до ∞.

Нехай характеристичне рівняння системи 
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-го порядку подано у вигляді:
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 – змінний параметр системи.

У цьому випадку для визначення кореневого годографа необхідно знайти переміщення усіх 
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 коренів характеристичного рівняння при 
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Завжди можна вибрати одиницю вимірювання параметра 
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 так, щоб коефіцієнти при вищих степенях поліномів 
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Тоді, визначивши корені рівняння 
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 (нулі), які позначимо через 
[image: image15.wmf]1

z

, 
[image: image16.wmf]2

z

, 
[image: image17.wmf]3

z

, …, 
[image: image18.wmf]n

z

, та рівняння 
[image: image19.wmf](

)

0

p

Q

=

 (полюси), які позначимо через 
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,  характеристичне рівняння системи (8.1) можна записати у вигляді:
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або
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При цьому відповідним вибором змінного параметра 
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 завжди можна задовольнити умову 
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Якщо корені рівняння (8.1) або, відповідно, (8.4) і (8.5) позначити через 
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 або прямують у нескінченність. 

Оскільки всі комплексні корені характеристичного рівняння у площині коренів є симетричними стосовно дійсної осі, то на підставі викладеного вище можна сформулювати такі правила побудови кореневого годографа.  

Правило 1. Кореневий годограф є симетричним стосовно дійсної осі і складається з 
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 гілок, що виходять із 
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 нулів рівняння 
[image: image37.wmf](

)

0

p

P

=

 при 
[image: image38.wmf]0

v

=

 (тобто коефіцієнт підсилення дорівнює нулю). З них 
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 гілок закінчуються в 
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Розглянемо 
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 асимптотичних кривих кореневого годографа при 
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. У цьому випадку подамо рівняння (8.4) у вигляді:
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Чисельник та знаменник рівняння (8.6) мають вигляд поліномів (8.2) і (8.3), при цьому: 
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Виконавши ділення у (8.6), отримаємо:
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де
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Вираз (8.7) є сумою нескінченного ряду членів, що містять степені змінної 
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, які зменшуються до 
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При 
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 суттєву роль відіграють тільки перші два члени ряду. Тому зазвичай розглядають лише коефіцієнти при цих членах. 

У цьому випадку рівняння (8.7) вироджується у 
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 і має вигляд:
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де 
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 змінюється від 0 до ∞.

При 
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 ця зірка є променем, що виходить з точки 
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 і йде у нескінченність удовж дійсної осі (рис. 8.1 а). При 
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 зірка має два промені, що йдуть із точки 
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 до нескінченності вздовж напрямків 
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Правило 2. Асимптотичний кореневий годограф при 
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-променевою зіркою з центром у точці, що відповідає  центру ваги коренів рівнянь 
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 (рис. 8.1 в, 8.1 г). Промені зірки утворюють між собою кути, рівні 
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Центр ваги коренів знаходять із рівнянь (8.8): 
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Правила надають можливість визначити ділянки початку й кінця гілок кореневого годографа при 
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. При проміжних значеннях параметра переміщення коренів зі зміною 
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 відбувається або вздовж дійсної вісі, або в комплексній площині.
Правило 3. Комплексні частини годографа є попарно спряженими, і гілки годографа симетричні стосовно уявної вісі. 
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Рис. 8.1. Кореневі годографи різних типів
Правило  4.  Точки “відриву” годографа від дійсної вісі визначаються умовами: 

- різниця між кількістю полюсів і нулів справа від точки відриву має бути непарним числом;

- сума приростів фазових кутів векторів, проведених до точки відриву з усіх нулів і полюсів, має дорівнювати нулю:
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де 
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 – дійсні частини полюсів; 
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 – дійсні частини нулів.

Правило 5. Точка перетину годографа з уявною віссю може бути знайдена за допомогою одного з критеріїв стійкості. 

Оскільки при переході через уявну вісь зліва направо стійкість втрачається, дуже важливим є оцінювання того, за яких значень параметрів годограф уходить у праву півплощину. Таким чином, можна отримати вихідні дані для оцінювання того, який параметр можна вважати настільки малим, щоб ним можна було знехтувати при дослідженні системи.
Визначення точки перетину з уявною віссю є однією з найбільш трудомістких операцій побудови годографа. Для її виконання використовують алгоритм Рауса. При не надто високому порядку рівняння можна виписувати коефіцієнти з таблиці Рауса, що містять вирази, до яких параметри входять у буквеному вигляді. Прирівнюючи до нуля значення коефіцієнтів першого стовпця таблиці Рауса, знаходять ті значення, за яких гілки годографа переходять через уявну вісь:
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де 
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 – вільний член характеристичного полінома, 
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 – коефіцієнт першого стовпця 
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 – кутова частота, за якої годограф перетинає уявну вісь.

Якщо такий шлях є занадто складним, то можна використовувати метод спроб – багатократні розрахунки, в яких задають числові значення коефіцієнтів. 

Коли годограф викреслено, на кривих розставляють точки, що відповідають різним числовим значенням параметра.

Правило 6. Величина коефіцієнта підсилення (або іншого параметра), що відповідає певній точці годографа, дорівнює добутку коефіцієнта модулів векторів, проведених до цієї точки з полюсів передавальної функції, поділеному на добуток модулів векторів, проведених із нулів передавальної функції і помноженому на відношення старших коефіцієнтів:
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Приклад 8.1. Побудувати кореневий годограф для системи автоматичного  управління з передавальною функцією:
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при змінюванні 
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 від 0 до ∞, якщо 
[image: image92.wmf]1

,

0

T

1

=

 с і 
[image: image93.wmf]02

,

0

T

2

=

 с.

Характеристичний поліном матиме вигляд:
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Відповідно:
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Таким чином, 
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Оскільки 
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, то асимптотичний кореневий годограф має вигляд трипроміневої зірки з центром у точці, що визначається за формулою (8.10): 
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Точка відриву від дійсної осі, відповідно до правила 4, перебуває між полюсами 
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звідки отримуємо 
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Для знаходження точки перетину годографа системи з уявною віссю, згідно з правилом 5, складаємо таблицю Рауса. Спочатку перетворимо рівняння (8.13): 
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звідки 
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Розраховані коефіцієнти Рауса для досліджуваної системи наведено у табл. 8.1.
Умовою перетину годографа з уявною віссю є
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Таблиця 8.1

Таблиця Рауса
	Коефіцієнт, 
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Величину 
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 при перетині визначають за формулою:

[image: image128.wmf]500

12

,

0

60

12

,

0

k

a

a

c

a

1

3

2

,

1

3

2

=

=

=

=

=

w

,
звідки 
[image: image129.wmf]5

,

22

5

10

»

=

w

.

Отже, годограф досліджуваної системи матиме вигляд, зображений на рис. 8.2:
[image: image130.png]



Рис. 8.2. Кореневий годограф для прикладу, що розглядається

8.2. Діаграма Вишнеградського

При налагодженні і експлуатації лінійних динамічних систем часто виникає необхідність змінювати окремі параметри системи і одночасно перевіряти систему на стійкість. Тому важливе значення мають методи, що дозволяють визначити область зміни тих чи інших параметрів, допустиму з точки зору умов стійкості. Оскільки коефіцієнти характеристичного рівняння системи визначаються через її параметри, то поставлене завдання може розглядатись як завдання визначення допустимого за умовами стійкості діапазону зміни коефіцієнтів характеристичного рівняння.

Така задача для діапазону зміни двох параметрів була вперше поставлена і вирішена російським інженером і науковцем                             І.А. Вишнеградським (1876 р.), який заснував класичну теорію автоматичного управління, дослідив системи третього порядку і описав для них умови стійкості. На основі аналітичного дослідження Вишнеградський побудував діаграму, яка дає можливість, не розв'язуючи рівняння, а знаючи лише числові значення коефіцієнтів, визначити не тільки стійкість системи, а й характер перебігу процесу і прослідкувати за зміною стійкості при змінюванні тих або інших параметрів процесу.  

Нехай система автоматичного управління третього порядку описується рівнянням:
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(8.14)
Характеристичне рівняння для (8.14) має вигляд:
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(8.15)

де 
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Виконавши у (8.15) підстановку
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(8.16)
отримаємо:
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У випадку, коли система перебуває на межі стійкості, характеристичне рівняння (8.15) матиме один дійсний від’ємний і два уявні корені:
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Тоді ліву частину (8.15) можна розкласти на множники:
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Прирівнюючи у останньому рівнянні коефіцієнти при однакових степенях 
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, знаходимо:
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(8.17)


З врахуванням співвідношень (8.17), справедлива рівність:
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(8.18)


Виразивши у (8.18) коефіцієнти через 
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 і 
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, отримаємо рівняння гіперболи:
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(8.19)

всі точки якої у площині 
[image: image155.wmf]XY

 відповідають таким значенням параметрів системи, за яких ця система перебуває на межі стійкості.

Геометричне місце точок у площині параметрів лінійної динамічної системи, що описується диференціальним рівнянням третього порядку, яке відповідає стану системи на межі стійкості, називають гіперболою Вишеградського.

Гіпербола Вишеградського, що задається рівнянням (8.19), наведена на рис. 8.3. Вона розбиває площину 
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 на дві області: 
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 (область ІІ). Вишнеградським було показано, що область ІІ параметрів системи, розташована вище гіперболи (8.19), відповідає області стійкості, а область І, розташована нижче гіперболи, – нестійка область.
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Рис. 8.3. Діаграма Вишнеградського
Таким чином, критерій стійкості Вишеградського формулюється так: лінійна динамічна система, що описується диференціальним рівнянням третього порядку, стійка, якщо при додатних коефіцієнтах характеристичного рівняння виконується умова 
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Стійку область на діаграмі Вишеградського можна розбити на ряд підобластей з однаковим характером стійкого перехідного процесу. Так, аналіз рівняння (8.15) при умові наявності трьох дійсних від’ємних коренів дає змогу виокремити криву 
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, що описується рівнянням 
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, і обмежує на діаграмі область ІІІ (рис. 8.3), у межах якої параметри системи забезпечують аперіодичний перехідний процес у системі.

Аналогічно отримуємо рівняння кривої 
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, яка виокремлює у площині 
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 область ІV (рис. 8.3) з параметрами системи, що забезпечує один дійсний від’ємний корінь і два комплексні корені з від’ємною дійсною частиною, причому дійсні частини комплексних коренів за абсолютним значенням є більшими, ніж дійсний корінь. У межах області ІV система характеризується монотонними збіжними процесами.

Нарешті, області ІІ (рис. 8.3) відповідає один дійсний від’ємний корінь і два комплексні корені з від’ємною дійсною частиною, причому дійсний корінь за абсолютним значенням є більшими за дійсні частини комплексних коренів, що відповідає коливальним перехідним процесам. 
За діаграмою Вишеградського легко визначається діапазон зміни двох параметрів лінійної динамічної системи, що забезпечує той чи інший перехідний процес в системі. Для того, щоб вибрати налагоджувальні параметри процесу, необхідно вибрати у бажаній області діаграми потрібну точку й визначити у ній значення 
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 і 
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, які потім підставити до виразів (8.16) і визначити значення коефіцієнтів характеристичного рівняння.
Метод Вишеградського був розвинений М.А. Айзерманом              (1913-1992 рр.), який доповнив діаграму кривими згасання. Він увів поняття ступеня згасання:
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 – відповідно, амплітуди першого та другого періодів коливань.


На рис. 8.4 наведена діаграма Вишеградського, доповнена кривими рівного згасання:
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Рис. 8.4. Діаграма Вишнеградського, доповнена кривими рівного згасання 

8.3. Корегування систем автоматичного управління
Можливі дві постановки завдання синтезу систем автоматичного управління:

1) задані структура системи й структура управляючого пристрою; необхідно, виходячи із заданих вимог до системи, визначити параметри управляючого пристрою або параметри й корегувальні пристрої;
2) структура системи не задана, і потрібно синтезувати структуру й параметри управляючого пристрою, що забезпечують задані якості системи. 

Для першої постановки завдання необхідно, щоб корегувальний пристрій був технічно реалізованим. Він має складатися із стандартних додаткових корегувальних ланок. При цьому найчастіше розглядають не синтез системи в цілому, а лише синтез корегувального пристрою, що входить до неї. 

Корегування динамічних властивостей системи автоматичного управління здійснюється з метою задоволення вимог, що висуваються до неї за такими параметрами:

1) точністю;

2) стійкістю;

3) якістю перехідних процесів.
Підвищення точності регулювання в усталених режимах передбачає зменшення статистичної похибки відтворення задавального впливу і зменшення впливу постійних збурень. Корегування може застосовуватись для забезпечення стійкості системи або збільшення запасу стійкості. Перехідні процеси системи автоматичного управління мають задовольняти вимоги якості, до показників якої зараховують час перехідного процесу (швидкодію), максимальне відхилення вихідної величини у перехідний період (перегулювання) і кількість коливань за час перехідного процесу (коливальність).
У випадку, коли задані вимоги неможливо задовольнити простою зміною параметрів системи (коефіцієнтів підсилення, сталих часу окремих ланок), завдання вирішують уведенням до системи додаткових пристроїв зі спеціально підібраними передавальними функціями.

Під корегуванням системи автоматичного управління розуміють зміну її динамічних властивостей з метою підвищення динамічної точності, забезпечення необхідного запасу стійкості і покращення показників якості перехідних процесів. 
Спеціальні елементи, що вводять до системи з метою надання їй необхідних динамічних властивостей без зміни основного призначення системи, що визначається умовами роботи об’єкта управління, називають корегувальними пристроями.
За способом включення корегувальної ланки до системи розрізняють три види корегування: послідовне, за допомогою зворотних зв'язків і змішане. Питання вибору схеми включення корегувальних пристроїв вирішують, виходячи із переваг та недоліків, властивих кожному з видів корегування.
При послідовному включенні корегувальних ланок до основної мережі збільшується швидкість впливу на систему, але водночас підсилюється шкідливий вплив високочастотних збурень. 

Вплив інтегрувальної ланки на закон регулювання робить систему астатичною й, відповідно, усуває статистичну похибку. Поряд з цим для стабілізації астатичних систем доводиться істотно ускладнювати їх схеми.

При включенні корегувальних пристроїв до ланки зворотного зв'язку система стає менш чутливою до зовнішніх впливів і змін параметрів основного контуру регулювання.  

Корегувальні пристрої можуть складатися з різних за своєю фізичною природою елементів – електричних, механічних, гідравлічних тощо. 

Розглянемо один зі способів визначення математичної моделі корегувального пристрою і фізичних елементів, що утворюють корегувальний пристрій відповідно до цієї моделі.

Позначимо через 
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 бажану логарифмічну амплітудо-частотну характеристику, яка відповідає усім вимогам, що висуваються до проектованої лінійної системи в динамічних режимах. Найбільший вплив на динаміку системи виявляє її форма поблизу частоти зрізу 
[image: image173.wmf]зр

w

, яка відповідає умові 
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. У зв’язку з цим увесь діапазон частот бажаної амплітудно-частотної характеристики поділяють на три ділянки (рис. 8.5): низькочастотну 
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Побудову бажаної ЛАЧХ починають з вибору значення частоти зрізу, яка характеризує швидкодію системи. Малі значення 
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 відповідають низькій швидкодії й, відповідно, великій тривалості перехідних процесів. При виборі великих значень 
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 можуть виникнути проблеми з можливістю фізичної реалізації корегувального пристрою.
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Рис. 8.5. Вигляд бажаної логарифмічної амплітудо-частотної характеристики системи

У практиці проектування лінійних динамічних систем широко використовують залежності, що зв’язують значення частоти зрізу 
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 з величинами максимальної тривалості перехідного процесу 
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 і максимальним перерегулюванням 
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, тобто відхиленням регульованої величини від усталеного значення.

Для систем з високими динамічними якостями в області частоти зрізу ЛАЧХ повинна мати нахил, близький до –1 дБ/дек. 1 декада (дек) – одиниця вимірювання частоти, що відповідає її збільшенню в 10 разів, або збільшенню 
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 на одиницю.

Положення точок 
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 та 
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 визначається величиною 
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. Ділянка бажаної логарифмічної амплітудно-частотної характеристики правіше від точки 
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 має такий самий нахил, як і високочастотна ділянка ЛАЧХ вихідної системи. Низькочастотна ділянка ЛАЧХ є горизонтальною лінією, що проходить на висоті 
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, де 
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 – коефіцієнт підсилення вихідної системи в розімкненому стані. Для астатичних систем вона є лінією з нахилом 
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 – порядок астатизму, яка проходить через точку з координатами 
[image: image193.wmf](

)

k

lg

L

;

1

lg

=

=

w

. Низькочастотна та середньочастотна ділянки спрягаються одним або декількома відрізками, що мають нахил не більше, ніж 2 дБ/дек. Таке обмеження пов’язано з можливостями реальних фізичних елементів, що використовуються для створення САУ. 

При графоаналітичному методі розрахунку структури системи автоматичного управління переходять до логарифмічних характеристик і отримують такий вираз для визначення логарифмічної амплітудно-частотної характеристики корегувального пристрою 
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 на основі ЛАЧХ вихідної системи 
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 та ЛАЧХ бажаної 
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Порядок виконання розрахунків є таким:
1. Будують логарифмічну амплітудно-частотну характеристику вихідної системи 
[image: image199.wmf](

)

w

0

L

.

2. За заданими вимогами до якості перехідного процесу в проектованій системі будують ЛАЧХ скорегованої системи 
[image: image200.wmf](
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3. За наявними ЛАЧХ будують відповідні логарифмічні фазово-частотні характеристики і визначають запас по модулю і по фазі.

4. Віднімаючи ЛАЧХ вихідної системи від ЛАЧХ скорегованої, отримують ЛАЧХ корегувального пристрою 
[image: image201.wmf](
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5.  За ЛАЧХ корегувального пристрою підбирають найпростіший за технічним виконанням корегувальний пристрій та його параметри, використовуючи літературні джерела.

При використанні корегувального пристрою, включеного до системи за допомогою зворотних зв’язків, передавальна функція скорегованої системи:
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(8.20)
де 
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 і 
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 – передавальні функції частин вихідної системи, охопленої місцевим зворотним зв’язком (паралельним корегувальним пристроєм) і не охопленої ним, відповідно.

Переходячи до амплітудно-фазової характеристики, формулу (8.20) можна переписати у вигляді:
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Для діапазону частот, у якому 
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, отримаємо:
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Переходячи до ЛАЧХ, маємо:
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При проектуванні лінійних динамічних систем використовують відомі моделі типових корегувальних пристроїв, що містять їх фізичні схеми, передавальні функції і характеристики 
[image: image209.wmf](
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. Тому завдання вибору корегувального пристрою зазвичай зводиться до побудови його логарифмічної амплітудно-частотної характеристики і підбору найбільш придатного з типових пристроїв.

Одні й ті самі динамічні характеристики системи автоматичного управління можна забезпечити за допомогою різних фізичних пристроїв. Тому зазвичай є декілька варіантів вибору корегувального пристрою.

Питання до розділу
1. Що називають кореневим годографом?

2. Як розташований кореневий годограф відносно дійсної та уявної осей?

3. Скільки гілок містить кореневий годограф? Звідки виходять і де закінчуються ці гілки?

4. Який вигляд має асимптотичний кореневий годограф при 
[image: image210.wmf]¥
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?

5. Якими умовами визначаються точки відриву кореневого годографа від дійсної вісі?

6. Як визначають перетин кореневого годографа з уявною віссю?

7. Побудувати кореневий годограф для заданої САУ.

8. Як будують діаграму Вишнеградського?

9. Побудувати діаграму Вишнеградського для заданої САУ.

10. Що називають ступенем згасання?

11. Якими є основні постановки завдань синтезу САУ?

12. Для чого здійснюють корегування САУ?

13. Яки методи використовують для корегуванння САУ?

14. Якими є переваги й недоліки основних видів корегування САУ?

15. Якою є загальна схема розрахунку структури скорегованої САУ?
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