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2. ПЕРЕВІРКА СТАТИСТИЧНИХ ГІПОТЕЗ 

2.1. Основні поняття 

Існує велика кількість різноманітних методів перевірки статистич-
них гіпотез. При виборі методу для вирішення певного конкретного за-
вдання необхідно виходити з відповідей на такі питання: 

– якою є мета перевірки гіпотези; 
– у яких шкалах виміряні аналізовані дані; 
– чи є аналізовані вибірки незалежними або спряженими; 
– скільки вибірок необхідно порівняти. 
Розглянуті в цьому розділі методи застосовують при порівнянні двох 

вибірок. При більшій кількості вибірок використовують методи диспер-
сійного аналізу. 

Гіпотезу, що перевіряють, називають нульовою гіпотезою (Н0). При-
кладами нульових гіпотез можуть бути такі твердження: “Середні значення 
двох вибірок суттєво не відрізняються одне від одного”; “Дисперсія першої 
вибірки суттєво перевищує дисперсію другої”; “Розподіл вибірки відпові-
дає нормальному закону з певними параметрами” тощо. Гіпотезу, що супе-
речить нульовій, називають конкуруючою, або альтернативною гіпоте-
зою (Н1). Для вказаних вище нульових гіпотез конкуруючими можуть бути 
такі твердження: “Середні значення двох вибірок суттєво розрізняються 
одне від одного”; “Дисперсія першої вибірки не перевищує істотно диспер-
сію другої”; “Розподіл вибірки не відповідає нормальному закону із вказа-
ними параметрами”. Для однієї нульової гіпотези у загальному випадку 
можна сформулювати багато різних альтернативних гіпотез. 

Розрізняють прості та складні гіпотези. Простою називають гіпоте-
зу, що містить тільки одне твердження. Складні гіпотези складаються з 
декількох простих (при цьому кількість простих гіпотез може бути не-
скінченно великою). 

Зазвичай при перевірці нульової гіпотези використовують певні мо-
дельні розподіли, що приблизно відповідають розподілу досліджуваного 
параметра. Їх називають статистичними критеріями. На практиці як кри-
терії найчастіше використовують нормальний розподіл, χ2-розподіл, розпо-
діли Стьюдента і Фішера. Значенням критерію, що спостерігається, на-
зивають його величину, яку розраховують за досліджуваними вибірками. 

Для перевірки гіпотези весь вибірковий простір поділяють на дві обла-
сті, що не перетинаються: критичну (w) та область прийняття (W – w). Кри-
тичною областю називають сукупність значень критерію, за яких нульову 
гіпотезу слід відхилити. Областю прийняття гіпотези (областю допусти-
мих значень) називають сукупність значень критерію, за яких нульову гіпо-
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тезу приймають. Перевірка гіпотези передбачає розрахунок значення крите-
рію і перевірку його потрапляння до області прийняття гіпотези. 

Вирізняють двобічні й однобічні (лівобічні, правобічні) критичні 
області (рис. 2.1, 2.2). Їх використання залежить від вибору конкуруючої 
гіпотези. 

 

 
 

Рис. 2.1. Приклад двобічної критичної області 
 

 
 

Рис. 2.2. Приклад правобічної критичної області 
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Якщо розподіл імовірності спостережень, що відповідає нульовій гі-
потезі Н0, є відомим, то критичну область визначають так, щоб при вико-
нанні Н0 імовірність її відхилення була рівною заздалегідь заданій малій 
величині (рівню значущості) α. 
 ( )0| H∈ = αP x w , (2.1) 

Замість рівня значущості можна використовувати також довірчий 
рівень 1p = −α . 

Критерії, що базуються на використанні заздалегідь заданого рівня 
значущості, називають критеріями значущості. Рівень значущості визна-
чає розмір критичної області: що більшим є рівень значущості, то шир-
шою буде критична область. 

Розглядають два типи помилок, що можуть виникати при перевірці 
статистичних гіпотез: 

– помилкою першого роду є відхилення правильної нульової гіпо-
тези, рівень значущості α є ймовірністю такої помилки; 

– помилкою другого роду є прийняття помилкової нульової гіпотези. 
У деяких застосуваннях помилки першого та другого роду назива-

ють, відповідно, ризиком виробника та ризиком споживача. 
Зменшення ймовірності помилки першого роду водночас призводить 

до підвищення ймовірності помилки другого роду β. З огляду на це додатко-
во вводять поняття потужності критерію 1−β , яка є імовірністю відхилен-
ня помилкової нульової гіпотези, тобто ймовірністю потрапляння критерію 
до критичної області за умови, що правильною є конкуруюча гіпотеза: 
 { }1| H 1∈ = −βP x w . (2.2) 

Потужність критерію можна підвищити, збільшуючи обсяг вибірки. 
При визначенні критичної області її зазвичай будують так, щоб максимізува-
ти потужність обраного критерію. За наявності декількох критеріїв, що мо-
жуть використовуватися для перевірки досліджуваної гіпотези, рекоменду-
ється обирати більш потужні з них, якщо їх застосування є обґрунтованим. 

Важливим завданням є визначення обсягу вибірки, який дає змогу 
гарантувати певне значення похибки першого роду за умови, що похибка 
другого роду не перевищує заданого значення. Для цього необхідно 
розв’язати таку систему: 

 
[ ]
[ ]

0

1

/ H ;

/ H .

⎧ ∈ = α⎪
⎨

∈ = β⎪⎩

P Z w

P Z W
 (2.3) 

Її аналітичне розв’язання можливо лише у найпростіших випадках. 
Але, в багатьох випадках істотне спрощення можна отримати, якщо замі-
нити ймовірності α й β значеннями меж відповідних критичних інтервалів. 
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Загальна методика отримання висновків при перевірці гіпотез пе-
редбачає, що на першому етапі необхідно задати рівень значущості. Най-
частіше його беруть рівним 0,01; 0,05 або 0,1. Обираючи рівень значущос-
ті, слід пам’ятати, що його зменшення знижує ймовірність помилки пер-
шого роду, але збільшує ймовірність помилки другого роду. Тому, вихо-
дячи з конкретних умов, потрібно знайти певний компроміс між ймовір-
ностями припустити помилки різного типу. 

На другому етапі за даними вибірки розраховують значення критерію 
та порівнюють його з обчисленими для заданого рівня значущості межами 
критичної області. Якщо розраховане значення критерію потрапляє до них, 
то нульову гіпотезу відхиляють. В іншому випадку вважають, що немає 
підстав для відхилення нульової гіпотези і або приймають її на заданому 
рівні значущості, або здійснюють додаткову перевірку. Для визначення 
меж критичної області застосовують спеціальні таблиці або розраховують 
їх на основі відомих законів розподілу використовуваних критеріїв. 

Можливості сучасної комп’ютерної техніки та наявного програмно-
го забезпечення дають змогу отримувати висновки іншим шляхом. Якщо 
за наявними емпіричними даними розрахувати значення критерію, то на 
наступному етапі можна визначити, для якого рівня значущості це зна-
чення буде критичним. Ураховуючи, що рівень значущості є ймовірністю 
відхилення правильної нульової гіпотези, ми можемо за його значенням 
зробити висновок про ймовірність правильності або помилковості нульо-
вої гіпотези. Залежно від того, задовольняє нас отримана ймовірність по-
милки чи ні, нульову гіпотезу приймають або відхиляють. 

При перевірці гіпотез доцільно застосовувати різні методи, призна-
чені для вирішення одних й тих самих завдань та однакових типів даних. 
Причинами розбіжності отримуваних при цьому результатів зазвичай є: 

– помилки при введенні даних; 
– непридатність окремих методик для типу даних, що розглядають; 
– алгоритмічні помилки у програмах, що використовують для аналізу. 
Залежно від наявності або відсутності можливості визначення на-

пряму розбіжності порівнюваних вибірок, розрізняють однобічні та дво-
бічні критерії. Перші застосовують, якщо наявні дані дають змогу вказа-
ти такий напрям, наприклад зробити висновок, що значення порівнюваної 
ознаки для одної вибірки є вищим, ніж в іншої. Двобічні критерії дають 
можливість зробити висновок лише про різницю вибірок за порівнюваною 
ознакою. Відповідно до цього говорять про однобічні й двобічні гіпотези. 
Для двобічних критеріїв рівень значущості є вдвічі більшим, ніж для від-
повідних однобічних. При використанні однобічних критеріїв рекоменду-
ється спочатку розраховувати двобічні. Якщо за двобічним критерієм різ-
ниці між вибірками немає, то наступне порівняння за однобічним є необ-
ґрунтованим. 
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Дані реальних експериментів можуть бути подані незалежними або 
спряженими вибірками. Для незалежних вибірок критерії допомагають 
виявити статистичну значущість різниці, що спостерігається. Прикладами 
незалежних вибірок є: 

– мешканці двох різних населених пунктів (при демографічних до-
слідженнях); 

– дві партії однотипної продукції, виготовлені різними працівника-
ми на різному обладнанні (при розробці технології виробництва); 

– випускники різних шкіл (при аналізі результатів зовнішнього не-
залежного оцінювання). 

Критерії, що застосовують до вибірок з попарно спряженими дани-
ми, називають парними. Прикладами спряжених вибірок є: 

– дані опитування громадської думки до й після певної суспільно 
значущої події; 

– дві партії однотипної продукції, виготовлені одними й тими са-
мими працівниками на одному й тому самому обладнанні до й після вне-
сення певних змін до технології; 

– одна й та сама партія виробів до і після певної технологічної об-
робки. 

2.2. Параметричні тести 

Критерії й тести, що застосовують для порівняння вибірок, поділя-
ють на дві групи: параметричні й непараметричні. Особливістю парамет-
ричних критеріїв є припущення, що розподіл ознаки в генеральній сукуп-
ності підпорядковується певному відомому закону. Ця відповідність має 
бути доведена до застосування будь-якого з параметричних тестів. Пере-
важна більшість параметричних тестів розроблена для нормально розпо-
ділених даних. Але для деяких типів гіпотез існують параметричні тести, 
призначені для вибірок, що підпорядковуються іншим законам розподілу. 

Як правило, параметричні критерії є потужнішими за непараметрич-
ні. Застосування непараметричних критеріїв у випадках, коли можна ви-
користовувати параметричні, призводить до збільшення ймовірності при-
йняття помилкової нульової гіпотези, тобто помилки другого роду. 

Якщо досліджувані вибірки підпорядковуються нормальному закону 
розподілу з відомими дисперсіями, то як критерій рівності їх середніх зна-
чень можна використовувати величину: 

 1 2

2 2
1 2

1 2

x xZ

n n

−
=

σ σ
+

, (2.4) 

де n1, n2 – кількість елементів у вибірках. Нульова гіпотеза полягає у рів-
ності середніх. 
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Z-критерій є випадковою величиною, що підпорядковується стан-
дартному нормальному розподілу. Якщо конкуруючою гіпотезою є 

1 2x x≠ , то праву критичну точку можна визначити з умови: 

 ( ) ( ) ( ). .0 1 / 2ï ðàâ êðP Z z z< < = Φ = −α , (2.5) 

де Ф (z) є функцією Лапласа (інтегралом ймовірностей), що пов’язана з 
функцією стандартного нормального розподілу F (z) співвідношенням 
( ) ( )Ô 1/ 2= −z F z . Ліва й права критичні точки для одного й того самого 

рівня значущості пов’язані умовою . .ë³â êð ï ðàâ êðz z= − . 
Нехай, наприклад, при вимірюванні певного параметра у двох серіях 

однакових виробів, виготовлених на різних установках, отримали такі 
значення: 1 184x = , 2 181x = , 2

1 121σ = , 2
2 107σ = , 1 2 40n n= = . Як нульову 

гіпотезу візьмемо твердження, що немає істотної різниці між параметрами 
виробів, виготовлених на різних установках. Тоді: 

 184 181 1,26
121 107
40 40

Z −
= ≈

+
. 

Беручи рівень значущості рівним 0,05 (5%), отримаємо для визна-
чення критичної точки умову: 

 ( ) ( ). 1 / 2 0,475ï ðàâ êðzΦ = −α = . 

Для визначення величини .ï ðàâ êðz  можна використати функцію  
НОРМСТОБР електронних таблиць MS Excel, беручи як значення аргуме-
нту величину (0,5 + 0,475). Після цього одержимо: .ï ðàâ êðz  = 1,96. Оскільки 

.ï ðàâ êðZ z< , ми можемо прийняти нульову гіпотезу на рівні значущості 0,05. 
Використовуючи вбудовані функції електронних таблиць MS Excel, ми 

можемо отримати більш точну оцінку ймовірності відхилення правильності 
нульової гіпотези. Величина .ï ðàâ êðz = 1,26 для двобічної гіпотези відповідає 
рівню значущості 0,209α ≈ . Тобто, якщо ми не приймаємо нульову гіпотезу, 
то ймовірність помилки першого роду становить приблизно 21%. Таку імові-
рність у більшості випадків вважають занадто високою. Це пов’язано з тим, 
що зазвичай висновок формулюють як наявність чи відсутність достатніх під-
став для відхилення (а не для прийняття) нульової гіпотези. При необхідності 
більш чіткого обґрунтування її прийняття виконують додаткові перевірки. 

Якщо конкуруючою гіпотезою є: 1 2x x> , то: 

 ( ) ( )1 2 / 2êðzΦ = − α , (2.6) 

і нульову гіпотезу приймають, якщо êðZ z< . 
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Якщо конкуруючою гіпотезою є: 1 2x x< , то критичну точку z' визна-
чають з умови (2.6), враховуючи, що 'êð êðz z= − . Нульову гіпотезу при-
ймають, якщо êðZ z> − . 

Z-критерій можна застосовувати також для порівняння середніх зна-
чень довільно розподілених незалежних вибірок великого обсягу 
( 1,2 30≥n ), враховуючи, що в цьому разі вибіркові середні мають приблиз-
но нормальний розподіл, а вибіркові дисперсії є достатньо точними оцін-
ками генеральних дисперсій. 

Для порівняння середніх значень вибірок застосовують t-критерій 
Стьюдента. Його запропоновано американським статистиком Уїльямом 
Госсетом в 1908 р. за результатами дослідження проблеми скорочення кі-
лькості проб, які потрібно взяти при контролі за якістю продукції пивова-
рного заводу за умови забезпечення виконання вимог стандартів. 

Розглядають дві незалежні нормальні вибірки з генеральних сукуп-
ностей, що мають рівні або нерівні, але відомі чи рівні невідомі дисперсії. 

Значення критерію Стьюдента розраховують за формулою: 

 
2 2

A B

A B

A B

x x
t

n n

−
=

σ σ
+

, (2.7) 

де 2 2,σ σA B  – відомі внутрішньогрупові дисперсії; 
 nA та nB – чисельності груп. Для m груп рівної чисельності статистика 
має t-розподіл з кількістю степенів вільності ( )1m n − . 

У випадку, коли обсяги вибірок є малими або істотно розрізняються, 
а їх дисперсії є рівними, останні замінюють вибірковим середнім квадра-
тичним відхиленням, яке розраховують за формулою: 

 ( ) ( )2 2
1 1 2 22

1 2

1 1
2

s n s n
s

n n
− + −

=
+ −

; (2.8) 

якщо стандартні відхилення вибірок оцінюють за самими вибірками, або: 

 
2 2

2 1 1 2 2

1 2 2
s n s ns
n n

+
=

+ −
, (2.9) 

якщо їх оцінюють незалежно. Формула для визначення розрахункового 
значення критерію у цьому разі набуває вигляду: 

 
1 2

1 2

1 1

x x
t

s
n n

−
=

+
. (2.10) 
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Відповідна статистика має розподіл Стьюдента з k = 1 2 2n n+ −  сте-
пенями вільності. 

При застосуванні критерію Стьюдента у вигляді (2.10) необхідно 
спочатку перевірити гіпотезу про рівність дисперсій. 

Критичні точки симетричні стосовно нуля. Нульову гіпотезу відхи-
ляють: якщо ( )/ 2,< αêðt t k  при конкуруючій гіпотезі 1 2x x≠ ; якщо 

( ). ,ï ðàâ êðt t k> α  при конкуруючій гіпотезі 1 2x x> ; якщо ( ). ,< − αï ðàâ êðt t k  

при конкуруючій гіпотезі 1 2x x< . 
При аналізі спряжених вибірок їх порівняння здійснюють з метою 

визначення наявності ефекту від певного фактора, наприклад, впливу змін 
у технології на якість виробленої продукції. Вимога щодо рівності диспе-
рсій при цьому не висувається. Нульова гіпотеза полягає у відсутності рі-
зниці між середніми. Значення критерію розраховують за формулою: 

 1
2

2

1 1

1

n

i
i

n n

i i
i i

t

n

n

=

= =

δ
=

⎛ ⎞
δ − δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

∑

∑ ∑
, (2.11) 

де n – кількість елементів у кожній із вибірок; 
 i i ix yδ = − , хі та уі – відповідні значення елементів першої та другої ви-
бірок. 

Іноді цей критерій називають одновибірковим критерієм Стьюде-
нта. Відповідна статистика має розподіл Стьюдента з кількістю степенів 
вільності 1n − . 

Якщо дисперсії або їх відношення невідомі й припущення про рів-
ність дисперсій є необґрунтованим, то виникає так звана проблема Берен-
са – Фішера, що полягає у перевірці нульової гіпотези про рівність вибір-
кових середніх за таких умов. Одним з підходів до її вирішення є застосу-
вання критерію Уелча (Крамера – Уелча), запропонованого Б. Уелчем в 
1947 р. Його значення розраховують за формулою: 

 
1 2

2 2
1 2

1 2

x x
d

s s
n n

−
=

+

, (2.12) 

де 2 2
1 2,  s s  – розраховані за вибірками оцінки дисперсії. 
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Статистика цього критерію є приблизно такою самою, як для розпо-
ділу Стьюдента з кількістю степенів вільності: 

 

22 2
1 2

1 2
2 22 2

1 2

1 2

1 21 1

s s
n n

s s
n n

n n

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠ν =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

− −

. (2.13) 

Порівняння з (2.7) вказує, що основною відмінністю критерію Уелча 
з погляду прикладного аналізу є зміна кількості степенів вільності. 

F-критерій Фішера запропоновано британським біологом і статис-
тиком Рональдом Фішером в 1920 р. Його використовують для порівняння 
дисперсій двох вибірок. Його значення розраховують за формулою: 

 2 2
1 2/F s s= , (2.14) 

де 2 2
1 2,  s s  – значення оцінок більшої та меншої дисперсій, відповідно. Кількос-

ті степенів вільності для пошуку критичного значення обирають рівними 
1 1n −  та 2 1n − . Гіпотезу про рівність дисперсій порівнюваних сукупностей 
відхиляють, якщо обчислене значення перевищує табличне при заданому до-
вірчому рівні. При цьому, якщо конкуруючою є однобічна гіпотеза 2 2

1 2s s> , то 
як критичну точку беруть значення оберненого розподілу Фішера, що відпо-
відає рівню значущості α при заданій кількості степенів вільності. Якщо ж 
конкуруючою є двобічна гіпотеза 2 2

1 2s s≠ , то критичною точкою буде значен-
ня оберненого розподілу Фішера, що відповідає рівню значущості α / 2. 

Якщо перевіряють гіпотезу про рівність виправленої дисперсії вибі-
рки з гіпотетичною генеральною дисперсією генеральної сукупності, то 
значення критерію розраховують як: 

 ( ) 2
2

2

1n s−
χ =

σ
. (2.15) 

При цьому, якщо конкуруючою є однобічна гіпотеза 2 2
0σ > σ , то як 

критичну точку беруть значення оберненого 2χ  розподілу, що відповідає 
рівню значущості α при 1k n= −  степенях вільності. Нульову гіпотезу 
приймають, якщо ( )2 2 , 1χ < χ α −êð n . 

Якщо конкуруючою є однобічна гіпотеза 2 2
0σ < σ , то як критичну то-

чку беруть значення оберненого 2χ  розподілу, що відповідає рівню зна-
чущості 1−α  при 1k n= −  степенях вільності. Нульову гіпотезу прийма-
ють, якщо ( )2 2 1 , 1χ > χ −α −êð n . 
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Якщо ж конкуруючою є двобічна гіпотеза 2 2
0σ > σ , то критичні точки 

розраховують за рівняннями: 

 
( )( )
( )( )

2 2
.

2 2
.

/ 2, 1 / 2;

/ 2, 1 / 2.

χ < χ α − = α

χ > χ α − = α

ë³â êð

ï ðàâ êð

P n

P n
 (2.16) 

Нульову гіпотезу приймають, якщо: 

 ( ) ( )2 2 2
. ./ 2, 1 / 2, 1χ α − < χ < χ α −ë³â êð ï ðàâ êðn n . 

При цьому можна враховувати, що внаслідок симетрії розподілу: 

 ( ) ( )2 2 2 2
. .1 1 / 2ë³â êð ï ðàâ êðP Pχ < χ = − χ > χ = −α . (2.17) 

Для оцінювання значущості отриманого значення 2χ  використовують 
критерій В.І. Романовського (запропонований радянським математиком 
Всеволодом Івановичем Романовським в 1928 р.): 

 
2

2
kR

k
χ −

= . (2.18) 

При 3R ≥  значення 2χ  вважають значущим, а порівнювані вибірки – 
істотно різними. 

Параметричні тести можна застосовувати також при множинних по-
рівняннях, тобто при порівнянні двох груп вибірок одна з одною. Кожну 
групу задають подібно до того, як задають параметри масивів даних у мето-
дах двофакторного дисперсійного аналізу. При множинних порівняннях ви-
користовують багатовимірні узагальнення тестів, що були розглянуті вище. 

2.3. Непараметричні тести 

У багатьох випадках емпіричні дані не задовольняють нормальний 
розподіл. Тому для їх аналізу некоректно застосовувати параметричні тес-
ти. Серед непараметричних тестів важливе місце займають так звані робас-
тні методи, що виявляють слабку чутливість до відхилень від стандартних 
умов і можуть використовуватися в широкому діапазоні реальних умов. 

При перевірці нульової гіпотези про однорідність вибірок числових 
даних рекомендується [45] використовувати омега-квадрат критерій або 
(за відсутності необхідних таблиць та програмного забезпечення) критерій 
Смірнова. 

Критерій омега-квадрат (критерій Крамера – фон Мізеса) базу-
ється на розгляді відхилення між двома емпіричними функціями розподі-
лу (або між емпіричною й теоретичною функціями розподілу при іденти-
фікації закону розподілу). Вперше його запропонували у 1928–1930 р. 
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шведський математик Карл Харальд Крамер та американський математик 
і механік Ріхард фон Мізес, який народився у Львові. 

У загальному вигляді критерій має вигляд: 

 ( ) ( ) ( )22 * *
nF x F x dF x

∞

−∞

⎡ ⎤ω = −⎣ ⎦∫ , (2.19) 

де Fn (x), F*(x) – відповідно, значення емпіричної та теоретичної функцій 
розподілу в точці х. 

Двохвибірковий варіант критерію запропоновано в 1951 р. американ-
ським статистиком Еріхом Лео Леманом та досліджено у 1952 р. американ-
ським математиком Мюреєм Розенблаттом. Тому його іноді називають та-
кож критерієм Лемана – Розенблатта. На сьогодні його вважають [45] 
найпотужнішим з критеріїв, призначених для перевірки гіпотези про одно-
рідність незалежних вибірок. 

Спочатку визначають ранги елементів i, j для кожної вибірки. Потім 
елементи обох вибірок об’єднують і визначають їх ранги ri, sj у загальній 
вибірці. Розрахункове значення визначають за формулою: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

222

1 1

1 4 1
6

m n

i j
i j

mnA m m r i n s j
mn m n m n= =

⎡ ⎤ −
= ω = − + − −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

∑ ∑ , (2.20) 

де m, n – обсяги порівнюваних вибірок. Нульову гіпотезу відхиляють, як-
що розрахункове значення критерію перевищить критичне для заданого 
рівня значущості. 

Критерій Смірнова запропонований в 1939 р. радянським матема-
тиком Миколою Васильовичем Смірновим. Він призначений для перевір-
ки гіпотези про однорідність двох вибірок з неперервним законом розпо-
ділу. Значення статистики Смірнова можна розрахувати за формулою: 

 ( ) ( ), supm n m n
x

D F x G x= − , (2.21) 

де Fm(x), Gn(x) – значення функцій розподілу вибірок у точці x. 
На практиці використовують емпіричні функції розподілу вибірок і 

розраховують значення критерію за формулами: 

 ( ) ( )' '
, 1 1

1max maxm n m r n sr n s m

r sD F y G x
n m

+

≤ ≤ ≤ ≤

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; 

 ( ) ( )' '
, 1 1

1max maxm n m r n sr n s m

r sD F y G x
n m

−

≤ ≤ ≤ ≤

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; (2.22) 

 { }, , ,max ;m n m n m nD D D+ −= , 

де ' ',s rx y  – впорядковані за зростанням елементи досліджуваних вибірок. 
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Нульову гіпотезу відхиляють, якщо розрахункове значення критерію 
перевищить критичне для відповідного рівня значущості. 

Для незалежних вибірок можна застосовувати критерій рандоміза-
ції компонент. Він розроблений Р. Фішером у 1920 р. для аналізу вибірок 
малого обсягу. 

При порівнянні спряжених вибірок основою методу є перебирання мо-
жливих результатів, побудованих з різницевих оцінок. Нульова гіпотеза поля-
гає у рівності вибіркових середніх. Нехай дані вибірки ( ),  1, 2,...,=i ix y i n , де 
n – кількість пар експериментальних значень. Значення різницевих оцінок 
визначимо за формулою: 

 ( )
1

 1, 2,..., 2
=

= − =∑
n

n
j ji j j

i
s a x y j , (2.23) 

де ( ) 1,...,2 ;  i 1, ...,= =n
jia j n  – елементи матриці можливих результатів, 

розраховані згідно з методикою побудови повного ортогонального плану 
експерименту. Вона є матрицею з 2n рядків та n стовпців. При цьому і-й 
стовпець містить величини +1 та −1, що чергуються з кроком 12 j− . Для 
n = 3 такий план має вигляд: 
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S
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⎢= =
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∑  (2.24) 

Однобічне Р-значення розраховують за формулою / 2np N=  і порів-
нюють із заданим значенням довірчого рівня р*. Якщо p > p*, то нульову 
гіпотезу приймають на рівні значущості 1 – p*. Для застосування однобіч-
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ного критерію обсяг вибірки має бути не нижчим ніж 5 або 6 при рівнях 
значущості 0,01 та 0,05, відповідно. Для двобічних критеріїв і тих самих 
рівнів значущості мінімальні обсяги вибірки дорівнюють, відповідно, 7 та 8. 
За великих обсягів вибірок час обчислень швидко збільшується і доцільно 
використовувати інші критерії. 

При порівнянні незалежних вибірок нульова гіпотеза полягає в на-
лежності двох досліджуваних вибірок до генеральних сукупностей з одна-
ковими середніми. Нехай є дві вибірки: ( )1, 2,...,=i xx i n  та 

( ) 1, 2,...,=j yy j n , де nx, ny – кількість елементів у них. Методика тесту 
основана на перебиранні всіх комбінацій даних. Знаходимо величину: 

 
1 1

min ;
= =

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑

yx nn

i j
i j

S x y . (2.25) 

Кількість сприятливих результатів визначаємо за формулою: 
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( )1 j
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2 ,   

1 s ,

m
nC j

j j
j

s S
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⎡ <
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⎢ ≥⎣

∑  (2.26) 

де nj – оцінка j-го результату; 
 m

nC  – загальна кількість результатів; 
 x yn n n= +  – чисельність об’єднаної вибірки; 
 m – чисельність вибірки, що відповідає мінімальному значенню 

( )
1

 1, 2,...,
=

= =∑
m

m
j ji n

i
s z j C ; 

 zji – масив сполучень з об’єднаної вибірки, який будують подібно до 
розглянутої раніше процедури побудови матриці можливих результатів 
для спряжених вибірок. Однобічне значення р розраховують як 

/ m
np N C= . Його порівнюють із заданим рівнем значущості α. Нульову гі-

потезу відхиляють, якщо p < α  або 1p > −α . Як і у попередньому випад-
ку, критерій застосовують для відносно малих вибірок. Їх мінімальний до-
пустимий обсяг є таким самим, як і для спряжених вибірок. 

W-критерій Уїлкоксона (критерій рангових сум) запропонований 
в 1945 р. американським хіміком і статистиком Френком Уїлкоксоном. 
Його застосовують для порівняння двох незалежних сукупностей за їх 
центральною тенденцією, тобто за центрами емпіричних функцій розподі-
лу. Сукупності можуть мати як однакові, так і різні чисельності. Критерій 
оперує не числовими значеннями даних, а їх рангами – місцями у впоряд-
кованих за згасанням або зростанням рядах даних. При його застосуванні 
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передбачається, що розподіли вибірок є неперервними, а нульова гіпотеза 
полягає в тому, що функції розподілу вибірок збігаються одна з одною. 

Процедура обчислення значення критерію є близькою до обчислення 
критерію рандомізації компонент. Різниця полягає в тому, що замість ви-
хідних даних використовують їх ранги. Ранжирування порівнюваних ви-
бірок здійснюють сумісно. Вихідні дані об’єднують до однієї вибірки, 
впорядковують, визначають ранги елементів об’єднаної вибірки. Потім 
формують дві нові вибірки, елементами яких є ранги відповідних елемен-
тів вихідних вибірок. Якщо деякі значення збігаються, то відповідним 
спостереженням призначають середній ранг. Обчислення статистики кри-
терію здійснюють за формулою: 

 
1 2

1 1
min ,

n n

i i
i i

W R S
= =

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ , (2.27) 

де Ri – ранги вибірки, що має найменшу, а Si – вибірки, яка має найбільшу 
суму рангів. Для вибірок малого обсягу (до 25 елементів) суму рангів W' ви-
бірки, що має меншу кількість елементів, порівнюють з критичним значен-
ням, яке визначають за спеціальними таблицями [25]. Нульову гіпотезу від-
хиляють, якщо: ( ). 1 2' / 2, ,< αí èæ í êðW w n n  або ( ). 1 2' / 2, ,> αâåðõ êðW w n n  при 
нульовій гіпотезі ( ) ( )1 2F x F x≠ ; ( ). 1 2' , ,< αí èæ í êðW w n n  при нульовій гіпотезі 
( ) ( )1 2F x F x> ; ( ). 1 2' , ,> αâåðõ êðW w n n  при нульовій гіпотезі ( ) ( )1 2F x F x< . 

Статистика * W

W

WW −µ
=

σ
, де ( )1 1

2W
n N +

µ =  – математичне споді-

вання, ( )1 22 1
12

+
σ =W

n n N
 – дисперсія, 1 2N n n= + , при збільшенні N набли-

жається до стандартного нормального розподілу. Для вибірок великого 
обсягу (понад 25 елементів) нульову гіпотезу відхиляють на рівні значу-
щості α, якщо *

1 / 2W z −α>  для двобічної гіпотези. Якщо отримане значення 
α перевищує 0,02, то вводять поправку на неперервність і вважають, що 
нове значення найменшої суми рангів дорівнює W + 0,5. 

При застосуванні W-критерію Уїлкоксона слід мати на увазі, що згідно 
з [45] він належить до так званих критеріїв зсуву. Тобто найбільш потужним 
він є при виявленні різниці, пов’язаної з тим, що одну з вибірок отримано 
додаванням одного й того самого числа до всіх елементів іншої вибірки. 

Він є нечутливим до різниці дисперсій порівнюваних вибірок, а та-
кож коефіцієнтів їх асиметрії та ексцесу. Зокрема, якщо дві вибірки мають 
симетричні функції розподілу з однаковими середніми значеннями, але рі-
зними стандартними відхиленнями, то в об’єднаної послідовності елемен-
ти однієї вибірки матимуть підвищену кількість елементів з високими та 
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низькими рангами. Елементи іншої вибірки будуть мати підвищену кіль-
кість елементів із середніми значеннями рангів. Але суми рангів усіх еле-
ментів для цих двох вибірок можуть бути приблизно однаковими. 

U-критерій Манна – Уїтні запропонований в 1947 р. американсь-
кими математиками Г.Б. Манном та Д.Р. Уїтні. Він призначений для пере-
вірки нульової гіпотези про однаковість розподілу досліджуваних сукуп-
ностей або для перевірки рівності окремих параметрів цих розподілів, на-
приклад, середніх значень. Спостереження мають бути непарними. Цей 
критерій є найпотужнішим непараметричним аналогом t-критерію Стью-
дента для незалежних вибірок. У деяких випадках його потужність може 
бути навіть більшою, ніж у t-критерію. 

Обчислення здійснюють за формулами: 
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1 / 2 ;
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U U U

= + + −

= + + −
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 (2.28) 

де 1 2,  R R  – суми рангів вибірок; 
 1 2,  n n  – кількість елементів у них. Якщо 1 2, 20>n n , то розподіл вибірки 
для U-статистики наближається до нормального. Правильність обчислення 
величин 1 2,U U  можна перевірити за формулою: 

 1 2 1 2U U n n+ = . (2.29) 

Модифікована статистика U

U

U −µ
σ

, де 1 2

2U
n n

µ =  – математичне спо-

дівання, ( )1 22 1
12U

n n N +
σ =  – дисперсія, 1 2N n n= + , має стандартний норма-

льний розподіл. Результати обчислення за цим критерієм збігаються з да-
ними, отримуваними за W-критерієм Уїлкоксона. На цьому критерії базу-
ється багатовимірний тест Джонкхієра – Терпстра. 

Т-критерій Уїлкоксона (одновибірковий, знаковий ранговий 
критерій Уїлкоксона) запропонований Ф. Уїлкоксоном в 1945 р. Його за-
стосовують для порівняння вибірок з попарно спряженими значеннями. 
Він є непараметричним аналогом t-критерію Стьюдента для спряжених 
вибірок. Перевіряють нульову гіпотезу про симетричність розподілу різ-
ниць спряжених значень стосовно нуля. Методика розрахунку є близькою 
до розрахунку значення W-критерію Уїлкоксона, але в цьому випадку 
оперують модулями різниць відповідних значень. Масив модулів різниць, 
з якого вилучені нульові значення, ранжирують. Потім рангам надають 
знаки різниць, обчислюють суми додатних (W+) і від’ємних (W–) рангів, й 
беруть * min( , )W W W− += . Цю величину порівнюють з критичним значен-
ням. 
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Для перевірки правильності розрахунків можна використовувати то-
тожність: 

 ( )1
2

N N
W W+ − +

+ = . (2.30) 

Статистика *

*

*
W

W

W −µ

σ
, де ( )

*

1
4W

N N +
µ =  – математичне сподівання, 

( )( )
*

2 1 2 1
24W

N N N+ +
σ =  – дисперсія, N – чисельності вибірок, має стандар-

тний нормальний розподіл. 
Розглянемо докладніше дві проблеми, що виникають при застосуван-

ні критерію Уїлкоксона та подібних йому рангових критеріїв [23]. Першою 
з них є проблема рівних рангів, яка існує лише при застосуванні нормальної 
або іншої апроксимації критерію і не виникає при точному обчисленні від-
повідних статистик. Для W-критерію Уїлкоксона у цьому випадку необхід-
но врахувати поправку до дисперсії та розраховувати її за формулою: 

 
( )

2 1 2 1
12 1W

n n TN
N N

⎡ ⎤
σ = + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

, (2.31) 

де Т – поправка на об’єднання рангу, формулу для обчислення якої наве-
дено у розділі 1, 1 2N n n= + . Для U-критерію Манна – Уїтні модифікова-
ний вираз для дисперсії має аналогічний вигляд. Для Т-критерію Уїлкок-
сона скореговану дисперсію визначають за формулою: 

 ( )( )
*

2 2 1 2 1
48W

N N N T+ + −
σ = , (2.32) 

де N – чисельність кожного ряду. 
Інша проблема виникає тільки для Т-критерію Уїлкоксона і полягає в 

тому, що наявність збігів одночасно в обох аналізованих спряжених вибі-
рках призводить до нульових різниць. На сьогодні ця проблема залиша-
ється недостатньо дослідженою. Один з підходів до її вирішення полягає у 
викреслюванні рівних спряжених значень із порівнюваних вибірок. При 
цьому обсяги вибірок зменшуються на кількість викреслених значень. 

Критерій 2χ  (хі-квадрат) запропонований в 1900 р. видатним бри-
танським математиком, біологом та філософом Карлом Пірсоном. Його 
використовують для перевірки нульової гіпотези про однаковість розподі-
лу досліджуваних випадкових величин. Його широко застосовують у дис-
персійному аналізі та інших методах аналізу даних. Цей критерій оперує 
не первинними даними, а їх розподілом за класами. З огляду на це необ-
хідно враховувати вимогу щодо мінімальних обсягів вибірок та кількостей 
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класів. За різними оцінками, мінімальна допустима кількість класів знахо-
диться у межах 4–7, а кількість елементів у вибірках – у межах 20–40. 

Якщо аналізовані дані вимірювали в кількісних або порядкових 
шкалах, то при порівнянні вибірок однакового обсягу значення критерію 
обчислюють за формулою: 

 ( )2
2

1

N
i i

i i i

f g
f g=

−
χ =

+∑ , (2.33) 

де ( ),  = 1, 2,...,i if g i N  – частоти розподілів порівнюваних вибірок; 
 N – кількість класів. 

За тих самих умов для вибірок різного обсягу значення критерію об-
числюють за формулою: 
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1 N
i i

i i i

n f n g
n n f g=

−
χ =
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де 1 2,n n  – кількості спостережень у порівнюваних масивах. 
Критерій 2χ  можна застосовувати також і для порівняння вибірок 

значень номінальних ознак. У цьому випадку аналізують дані, подані у 
вигляді таблиці спряженості ознак. Елементами таблиці є числа, рівні кі-
лькостям елементів досліджуваних вибірок, для яких досліджувана ознака 
набуває значень, котрі відповідають певному класу. Кожний рядок табли-
ці характеризує розподіл елементів відповідної вибірки за класами, а кож-
ний стовпець – наповненість певного класу в різних вибірках. Значення 
критерію розраховують за формулою: 
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1 1

r c
ij ij

i j ij

a e
e= =

−
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де ( ) 1, 2,..., ;  1, 2,...,= =ija i r j c  – елементи таблиці спряженості ознак; 
 r – кількість вибірок (стовпців); с – кількість класів (рядків); 
 ije  – очікувані величини, що відповідають значенням ija . 

Їх обчислюють як доданок і-го вектора-стовпця на j-й вектор-рядок, 

поділений на суму елементів усієї таблиці 
1 1

r c

ij
i j

a
= =
∑∑ . Кількість степенів віль-

ності при обчисленні Р-значення статистики 2χ  беруть рівною ( )( )1 1r c− − . 
Критерій серій Вальда – Волфовиця розроблений в 1940 р. амери-

канськими математиками Абрахамом Вальдом і Джекобом Волфовицем. 
Його використовують для перевірки нульової гіпотези про те, що дві неза-
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лежні випадкові вибірки обсягами n1 та n2 не відрізняються одна від одної 
за досліджуваною ознакою. 

Результати спостережень записують як варіаційний ряд об’єднаної 
вибірки, а їх належність до вихідних вибірок помічають за допомогою до-
даткової змінної, яка може набувати два значення, наприклад “0” та “1”. 
Послідовність її значень називають послідовністю кодів. 

Серією послідовності кодів називають будь-яку послідовність її од-
накових значень. Наприклад, у послідовності 00101111011 є такі серії: 00, 
1, 0, 1111, 0, 11. Очевидно, що за умови справедливості нульової гіпотези 
кількість серій N має бути великою, а за умови її помилковості – відносно 
малою. Якщо обсяги вибірок є достатньо великими ( )1 2, 20>n n  для пере-
вірки нульової гіпотези можна використовувати статистику: 
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яка має стандартний нормальний розподіл. 
Критерій знаків запропонований Ф. Уїлкоксоном. Його використову-

ють для перевірки нульової гіпотези про однорідність двох спряжених вибірок. 
Нехай хі і yі – значення відповідних елементів цих вибірок. Якщо вибірки є од-
норідними, то ймовірності появи додатних та від’ємних різниць i ix y−  є рів-
ними. Імовірність появи нульових значень цих різниць вважається нульовою, 
оскільки передбачається, що розподіл досліджуваної ознаки є неперервним. 
Якщо внаслідок випадкових похибок або округлення результатів такі різниці 
з’являються, то відповідні спостереження виключають з подальшого аналізу. 
За умови справедливості нульової гіпотези ймовірність р появи знаків певного 
типу (наприклад знаків “+”) різниць i ix y−  підпорядковується біноміальному 
розподілу з параметрами: 1/ 2;  p m= , де m – кількість різниць, що аналізують. 

Нульовою гіпотезою є 0H : 1/ 2=p . Як конкуруючі можна розгляда-
ти такі гіпотези: ( )1

1H : 1/ 2>p ; ( )2
1H : 1/ 2<p ; ( )3

1H : 1/ 2≠p . Нульову гіпоте-
зу відхиляють на рівні значущості α, якщо: 

– при конкуруючій гіпотезі ( )1
1H  виконується нерівність: 
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де r – кількість додатних різниць; 
 i

mC  – кількість сполучень; 
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– при конкуруючій гіпотезі ( )2
1H  виконується нерівність: 
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– при конкуруючій гіпотезі ( )3
1H  виконується одна з нерівностей: 
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Для обчислення кількості сполучень можна використовувати такі 
апроксимації біноміального розподілу нормальним: 
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де ( )Φ x  – функція розподілу для стандартного нормального закону. 

2.4. Визначення моделей розподілу емпіричних даних 

На практиці часто виникає проблема перевірки відповідності емпі-
ричного розподілу деякому заданому теоретичному. При цьому вирізня-
ють прості та складні гіпотези. Якщо гіпотеза стверджує, що із  парамет-
рів розподілу k мають задані значення, то гіпотезу вважають простою, ко-
ли k = , і складною – якщо k < . Різницю k−  називають кількістю 
степенів вільності гіпотези, а k – кількістю накладених обмежень. 

Особливу роль відіграє перевірка розподілу на нормальність, оскіль-
ки її прийняття дає змогу застосовувати більш досліджені параметричні 
критерії перевірки наступних гіпотез. 

Для перевірки відповідності емпіричного розподілу теоретичному 
застосовують так звані критерії згоди: ω2, Смірнова, χ2, Ястремського, 
Бернштейна та інші. 

Критерій ω2 (Крамера – фон Мізеса) запропонований в  
1928–1930 р. К. Крамером та Р. фон Мізесом. Його використовують у ви-
падках, коли необхідно перевірити нульову гіпотезу про відповідність ви-
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бірки певному відомому закону розподілу. Розрахункове значення обчис-
люють за формулою: 

 ( )
2

2

1

1 2 1
12 2

n

i
i

in F x
n n=

−⎡ ⎤ω = + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ , (2.43) 

де F (x) = теоретична функція розподілу, n – обсяг вибірки. 
При 40n >  критичні значення визначають згідно з табл. 2.1 [37]. 

Якщо значення параметрів розподілу визначають за вибіркою, то критичні 
значення суттєво зменшуються. 

Таблиця 2.1 
Критичні значення статистики ω2 

α 0,900 0,950 0,990 0,995 0,999 
nω2(α) 0,3473 0,4614 0,7435 0,8694 1,1679 

 

Критерій Смірнова у вигляді (2.21) застосовують, якщо емпіричну 
функцію розподілу будують за масивом частот. У випадку, коли її побу-
дову здійснюють безпосередньо за вихідною вибіркою (при цьому чисе-
льність вихідної вибірки та масиву функції розподілу збігаються), для 
розрахунку критерію при двобічній гіпотезі застосовують формули: 

 
{ }
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1 1
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n n nm n
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≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

=

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (2.44) 

а при однобічній – (1)
n nD D= . 

Функція розподілу Dn є однією й тією самою для всіх неперервних 
розподілів, а функція розподілу величини nK D n=  за великих n збігаєть-
ся до статистики Колмогорова – Смірнова, тому в літературі його часто 
називають критерієм Колмогорова – Смірнова. Критерій Смірнова за пе-
вних умов можна використовувати також для порівняння емпіричних фун-
кцій розподілу двох вибірок (перевірка гіпотези про їх однорідність). 

Обмеженнями для застосування цього критерію є: 
– вимога щодо неперервності теоретичної функції розподілу; 
– необхідність мати достатньо представницькі вибірки ( )200n > ; 
– необхідність незалежних, тобто отриманих не за самою вибіркою, 

оцінок параметрів розподілу (проста гіпотеза) для порівняння емпіричної 
й теоретичної функцій розподілу. 

Якщо обсяги вибірок 35n > , то критичне значення статистики Кол-
могорова – Смірнова, що відповідає рівню значущості α, можна розраху-
вати за формулою: 

 
ln

2
2

Kα

α

≈ − . (2.45) 
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При застосуванні критерію Смірнова для перевірки нульової гіпоте-
зи про однорідність двох вибірок достатньо великого обсягу ( )1 2, 40>n n  
можна використовувати [19] такі критичні значення: 

 при 0,05α =  1 2

1 2

1,36c
n nD

n n
=

+
; (2.46) 

 при 0,10α =  1 2

1 2

1,22c
n nD

n n
=

+
. (2.47) 

Для складних гіпотез уводять модифіковані статистики Колмогорова, 
але їх функції розподілу є різними для різних типів неперервних розподілів. 
На відміну від більшості інших критеріїв, критерій Смірнова за достатнього 
обсягу досліджуваної вибірки дає змогу встановити різницю емпіричної й 
теоретичної функцій розподілу незалежно від параметрів, що її зумовлюють. 
Зокрема він є чутливим до різниці як вибіркових середніх, так і стандартних 
відхилень вибірок, коефіцієнтів їх асиметрії та ексцесу. Але така універсаль-
ність досягається за рахунок зменшення потужності критерію. 

Критерій 2χ  як критерій згоди застосовують для порівняння емпіри-
чної та теоретичної функцій розподілу. Він оперує не первинними даними, 
а їх розподілом за класами рівної ширини. Тому необхідно враховувати 
вимогу щодо мінімальних обсягів ряду спостережень і кількості класів. За 
різними оцінками, мінімальна допустима кількість класів знаходиться у 
межах 4–7, а кількість елементів у ряді спостережень – в межах 20–200. 

Значення критерію розраховують за формулою: 

 ( )2
2

1

'
'

k
i i

i i

np
np=

ν −
χ =∑ , (2.48) 

де νі – абсолютні частоти для k класів; р'i – теоретичні ймовірності обра-
ного розподілу (параметри теоретичного розподілу розраховують за емпі-
ричною вибіркою або задають); n – загальна кількість спостережень (для 
неперервного розподілу цю величину треба помножити на довжину кла-
сового інтервалу d. Кількість степенів вільності беруть рівною 1k r− − , де 
r – кількість параметрів теоретичного розподілу. Зокрема, при обчисленні 
параметрів теоретичного розподілу за інтервальним варіаційним рядом кі-
лькість степенів вільності беруть рівною 2k −  для біноміального і 3k −  – 
для нормального розподілу. 

Загальна схема застосування критерію 2χ  є такою. Спочатку буду-
ють емпіричну функцію розподілу. Потім на основі її аналізу визначають r 
параметрів, які необхідні для побудови теоретичної функції розподілу. 
Далі визначають межі класових інтервалів, абсолютні частоти νі й теоре-
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тичні ймовірності р'i. Після цього розраховують значення критерію 2χ  і 
порівнюють його з критичним. 

Розглянуті вище критерії можна застосовувати лише для вибірок до-
статньо великого обсягу. Для перевірки нормальності вибірок обсягом 3–
50 значень використовують W-критерій Шапіро – Уїлка. Він запропоно-
ваний в 1965 р. американським статистиком Самуелом Шапіро й канадсь-
ким статистиком Мартіном Уїлком і є одним з найефективніших методів 
вирішення цього завдання. Цей критерій базується на регресії порядкових 
статистик. Його обчислення здійснюють за формулами: 

 ( ) ( )
22 2 2

1 1
1 1

/ ;  ; ,
n k

i n i n i i
i i

W b S S x x b a x x− + − +
= =

= = − = −∑ ∑  (2.49) 

де ( ) =1, 2,...,ix i n  – ранжируваний ряд; n – обсяг вибірки, параметр k бе-
руть рівним n / 2 для парних і ( )1 / 2n −  для непарних n, 

( )1  1, 2,..., ;  3, 4,..., 50− + = =n ia i k n  – константи. Гіпотезу про нормальний 
розподіл приймають, якщо значення критерію перевищує критичну для 
заданого довірчого рівня величину. 

Перевірку нормальності розподілу можна здійснити також за резуль-
татами аналізу процентилей. Розподіл можна вважати близьким до норма-
льного, якщо значення окремих процентилей є близькими до наведених 
нижче величин: 

– 2,5% процентиль 2≈ µ − σ ; 
– 16% процентиль ≈ µ −σ ; 
– 50% процентиль ≈ µ ; 
– 84% процентиль ≈ µ +σ ; 
– 97,5% процентиль 2≈ µ + σ . 
Найпростіші способи перевірки нормальності вибірки базуються на 

розрахунку значень коефіцієнтів його асиметрії та ексцесу. Вважають, що 
розподіл є близьким до нормального, якщо , 0,1A E < , і сильно відрізня-
ється від такого, коли , 0,5A E > . 

Ще одним способом перевірки типу розподілу є побудова емпірич-
ної функції розподілу в певних координатах, що лінеаризують її графік. У 
статистичних пакетах SPSS, Statistica та інших реалізовано спеціальні за-
соби такої перевірки. Як приклад на рис. 2.3, 2.4 наведені лінеаризовані 
графіки емпіричних функцій розподілу вибірок з генеральних сукупнос-
тей, що підпорядковуються рівномірному розподілу на відрізку [−3, 3] і 
стандартному нормальному розподілу. 

На рис. 2.3 графіки побудовано в координатах, що мають лінеаризу-
вати функцію нормального розподілу, а на рис. 2.4 – функцію рівномірно-
го розподілу. 
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Рис. 2.3. Р-Р діаграми рівномірно й нормально розподілених вибірок у координатах, 
що лінеаризують функцію нормального розподілу 
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Рис. 2.4. Р-Р діаграми рівномірно й нормально розподілених вибірок у координатах, 
що лінеаризують функцію рівномірного розподілу 

 

2.5. Приклад ідентифікації функції розподілу 
однорідної вибірки 

Ідентифікація емпіричних функцій розподілу є відносно простою 
для однорідних вибірок. У цьому випадку її алгоритм може бути таким. 

1. За допомогою Р-Р діаграм статистичних пакетів (SPSS, Statistica 
тощо) підбираємо найбільш придатний тип розподілу. 

2. Використовуючи статистичні пакети або мінімізуючи суму квад-
ратів залишків моделі за допомогою процедури “Пошук розв’язку” елект-
ронних таблиць MS Excel, уточнюємо параметри розподілу. 
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3. Перевіряємо адекватність підібраної моделі розподілу, викорис-
товуючи критерії Крамера – Уелча та Фішера (для нормального розподі-
лу), ω2 або Смирнова (для інших типів розподілу). 

4. Розглянемо як приклад завдання ідентифікації моделі розподілу пи-
томого електричного опору епітаксійних шарів кремнієвих композицій [13]. 

До робочого вікна пакету SPSS (рис. 2.5) уводимо значення елементів 
досліджуваної вибірки, що є значеннями питомого електричного опору епі-
таксійного шару досліджуваної серії виробів. У головному меню обираємо 
пункти Graphs / P-P Plots. При цьому відчиняється діалогове вікно (рис. 2.6). 

 

 
 

Рис. 2.5. Головне вікно для уведення даних пакету SPSS 
 
У цьому вікні зазначаємо, для якої вибірки треба побудувати Р-Р діа-

граму, а також, який саме тип розподілу перевірятимемо. При цьому мож-
ливо вибрати такі типи розподілу: бета, χ2, експоненціальний, гама, напів-
нормальний, Лапласа, логістичний, логнормальний, нормальний, Парето, 
Стьюдента, Вейбула, рівномірний. 

 

 
 

Рис. 2.6. Діалогове вікно побудови Р-Р діаграм 
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Для досліджуваної вибірки одержуємо такі результати. Бета розподіл 
підібрати не вдається (параметри, що визначаються при мінімізації цільово-
го функціонала, не відповідають обмеженням цього розподілу). Розподіли χ2, 
експоненціальний, напівнормальний, Парето, Стьюдента й рівномірний 
(рис. 2.7–2.12) суттєво відрізняються від розподілу досліджуваної вибірки. 
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Exponential P-P Plot of VAR00001
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Рис. 2.7. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для χ2 розподілу 

 
Рис. 2.8. Р-Р діаграма досліджуваної 

вибірки для експоненціального розподілу 
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Pareto P-P Plot of VAR00001
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Рис. 2.9. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для напівнормального розподілу 

 

 
Рис. 2.10. Р-Р діаграма досліджуваної 

вибірки для розподілу Парето 
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Student t P-P Plot of VAR00001
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Рис. 2.11. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для розподілу Стьюдента 

 
Рис. 2.12. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для рівномірного розподілу 

 
Більш придатними є розподіли гама з параметром форми 276,9 й па-

раметром масштабу 122,4 (рис. 2.13), Лапласа (рис. 2.14), логістичний з 
параметром розташування 2,26 й параметром масштабу 0,0749 (рис. 2.15), 
логнормальний з параметром масштабу 2,257 й параметром форми 0,0627 
(рис. 2.16), нормальний (рис. 2.17) і Вейбулла з параметром масштабу 
2,324 й параметром форми 19,08 (рис. 2.18). При цьому для нормального 
розподілу і розподілу Лапласа параметри моделі не визначаються. 
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Laplace P-P Plot of VAR00001
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Рис. 2.13. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для гама розподілу 

 
Рис. 2.14. Р-Р діаграма досліджуваної 

вибірки для розподілу Лапласа 
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Logistic P-P Plot of VAR00001
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Lognormal P-P Plot of VAR00001
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Рис. 2.15. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для логістичного розподілу 

 
Рис. 2.16. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для логнормального розподілу 
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Weibull P-P Plot of VAR00001

Observed Cum Prob

1,0,8,5,30,0

Ex
pe

ct
ed

 C
um

 P
ro

b

1,0

,8

,5

,3

0,0

 
 

Рис. 2.17. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для нормального розподілу 

 
Рис. 2.18. Р-Р діаграма досліджуваної 
вибірки для розподілу Вейбулла 

 
З наведених Р-Р діаграм бачимо, що найбільш придатним для опису 

досліджуваної вибірки є розподіл Вейбулла. 
Для перевірки гіпотези, що вибірка підпорядковується розподілу 

Вейбулла, використовуємо електронні таблиці MS Excel. Для цього у ро-
бочому вікні сформуємо стовпчик даних, що містить елементи досліджу-
ваної вибірки. Потім впорядкуємо дані за зростанням. Для цього у голо-
вному меню обираємо пункт “Дані” і підпункт “Сортування”. При цьому 
з’являється діалогове вікно (рис. 2.19). 
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Рис. 2.19. Діалогове вікно сортування даних 
 
Після цього у сусідньому стовпчику поруч з кожним значенням вихід-

ної вибірки наведемо величину n / N, де n – ранг спостереження, N – обсяг 
вибірки. Отримані величини є значеннями емпіричної функції розподілу f 
(xi), а відповідні елементи досліджуваної вибірки – значеннями аргументу хі. 

Для перевірки гіпотези про тип розподілу розрахуємо значення фун-
кції розподілу Вейбулла. Для цього у третьому стовпчику кожному зна-
ченню хі приведемо у відповідність величину, що визначається формулою: 
 =(1–EXP (–СТЕПЕНЬ (A4/$N$20;$O$20))), (2.50) 
де $N$20, $O$20 – посилання на комірки, куди уведено значення параме-
трів розподілу. Як початкові, будемо використовувати значення, розрахо-
вані у пакеті SPSS. Далі формуємо стовпчик модулів різниць відповідних 
значень емпіричної й теоретичної функцій розподілу. В окремій комірці 
розраховуємо суму квадратів цих різниць. Далі використовуємо цю комір-
ку як цільову у процедурі “Пошук розв’язку”. Для її застосування у голо-
вному меню обираємо пункт “Сервіс” і підпункт “пошук розв’язку”. При 
цьому з’являється діалогове вікно (рис. 2.20). 

 

 
 

Рис. 2.20. Діалогове вікно процедури “Пошук розв’язку” 
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У цьому вікні зазначаємо, що шукатимемо мінімальне значення, і й 
робимо посилання на цільову комірку й комірки, де розташовані значення 
параметрів розподілу, які треба змінювати для отримання мінімального 
значення цільової комірки. Крім того встановлюємо значення параметрів 
процедури. Для цього натискуємо кнопку параметри, і з’являється діало-
гове вікно (рис. 2.21). 

 

 
 

Рис. 2.21. Діалогове вікно встановлення параметрів процедури “Пошук розв’язку” 
 
Для задачі, що розглядається, необхідно задати такі параметри: 
– максимальний час; 
– гранична кількість ітерацій; 
– збіжність; 
– невід’ємні значення; 
– квадратичні оцінки; 
– центральні різниці; 
– метод Ньютона. 
Інші параметри не задаємо, оскільки для нашої задачі вони є несут-

тєвими. 
Максимальний час та граничну кількість ітерацій можна залишити рів-

ними 100 (значення, що встановлюються за умовчанням). При підборі зна-
чень параметрів однорідних вибірок час та кількість ітерацій зазвичай не пе-
ревищують цих значень. У більш складних випадках ці параметри доцільно 
брати більшими. Значення параметра “Збіжність” дає максимальну величину 
різниці між двома послідовними значеннями, одержуваними у цільовій комі-
рці, після досягнення якої ітерації зупиняються. Чим меншою буде ця вели-
чина, тим більшими будуть час та кількість ітерацій, необхідних для отри-
мання розв’язку. Обмеження на невід’ємні значення пов’язано з тим, що у 
нашому випадку від’ємні значення не відповідають задачі, що розв’язується. 

У досліджуваному випадку після оптимізації отримуємо значення 
параметра масштабу 2,319 й параметра форми – 20,67. Вони дещо відріз-
няються від значень, одержаних у пакеті SPSS. 
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Якщо мінімізувати не суму квадратів різниць значень емпіричної й те-
оретичної функцій розподілу, а максимальний модуль цих різниць, знов оде-
ржимо дещо інші значення параметрів розподілу: параметра масштабу 
2,321 й параметра форми – 18,51. Бачимо, що результат визначення парамет-
ра масштабу є більш стійким і менше залежить від способу його визначення. 

Для перевірки адекватності моделі розрахуємо значення критерію 
Смірнова, яке дорівнює в останньому випадку 0,49. Воно є значно ниж-
чим, ніж критичне значення, яке при розрахунку параметрів розподілу 
безпосередньо за вибіркою дорівнює [21] 0,895 при рівні значущості 0,05. 

Аналогічно ми можемо перевірити гіпотезу про інший тип розподі-
лу. Зокрема для перевірки гіпотези про відповідність вибірки нормально-
му закону розподілу у комірки для розрахунку значень теоретичної функ-
ції розподілу уведемо формули: 
 =НОРМРАСП (A6;$M$3;$M$7; ИСТИНА), (2.51) 
де $M$3, $M$7 – посилання на комірки, зі значеннями математичного 
сподівання й стандартного відхилення. Ці значення можна розрахувати за 
допомогою функцій =СРЗНАЧ (A1: A33) та =СТАНДОТКЛОН (A1: A33), 
де A1: A33 – посилання на діапазон комірок, в яких розташовано елементи 
досліджуваної вибірки. 

У цьому випадку розрахункове значення критерію Смірнова дорів-
нює 0,73, що також менше, ніж критичне значення, але значно вище, ніж 
розрахункове значення для розподілу Вейбулла. 

На рис. 2.22 наведено графіки емпіричної функції розподілу, а також 
підібраних теоретичних моделей. Не зважаючи на помітну різницю між 
ними, ми не маємо підстав для відхилення нульових гіпотез про відповід-
ність розглянутих моделей однорідних розподілів наявним емпіричним 
даним, оскільки в обох випадках розрахункове значення критерію Смір-
нова не перевищує критичного. 

 

 
 
Рис. 2.22. Емпірична й теоретичні функції розподілу досліджуваної вибірки 
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2.6. Приклад ідентифікації функції розподілу 
неоднорідної вибірки 

Для неоднорідних вибірок Р-Р діаграми зазвичай не дають змоги ви-
явити більш-менш придатний для подальшої перевірки тип розподілу. 
Аналіз даних у цьому випадку доцільно розпочинати з побудови емпірич-
ної функції розподілу й гістограми вибірки. 

Як приклад, розглянемо результати єдиного державного екзамену з 
математики у Російській Федерації (ЄДЕ) у 2008 р. [14]. На рис. 2.23, 2.24 
наведено функцію їх розподілу й відповідну гістограму. Гістограма свід-
чить про істотну неоднорідність досліджуваної вибірки. Тому далі розгля-
датимемо модель суміші розподілів. 

 

 
 

Рис. 2.23. Функція розподілу результатів ЄДЕ-2008 з математики 
 

 
 

Рис. 2.24. Гістограма розподілу результатів ЄДЕ-2008 з математики 
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Шукатимемо модель у вигляді суміші нормально розподілених ком-
понент: 

 ( )=∑M i i i
i

F αN μ,s , (2.52) 

де αі – вагові коефіцієнти, що мають задовольняти вимогу 1i
i
α =∑ , µі – 

математичні сподівання компонент, si – їх стандартні відхилення. 
Для підбору параметрів моделі використовуємо процедуру “Пошук 

розв’язку” електронних таблиць MS Excel. Для моделей неоднорідного 
розподілу результат її застосування зазвичай є нестійким і залежить від ви-
бору початкового наближення. У випадку, що розглядається, аналіз гісто-
грами дає змогу достатньо точно визначити початкові наближення матема-
тичного сподівання і стандартного відхилення для двох компонент. Але пе-
ревірка адекватності отриманої після оптимізації моделі за критеріями Смі-
рнова та χ2, а також порівняння гістограми з моделлю показує, що модель 
не є адекватною. Тому було перевірено модель, яка містила три компонен-
ти. Початкові значення параметрів третьої компоненти були визначені на 
основі аналізу різниці між емпіричною функцією розподілу і двохкомпоне-
нтною моделлю. Після оптимізації було отримано таку модель розподілу: 

 
( ) ( )

( )
0,204 3,49;1,63 0,507 10,60; 3,82

0,288 16,54; 5,57

= + +

+
MF N N

N
. (2.53) 

Розрахункове значення критерію Смірнова дорівнює 0,03 і є значно 
меншим, ніж критичне. Емпірична й модельні гістограми розподілу достатньо 
добре відповідають одна одній (рис. 2.24). Також спостерігається добра від-
повідність між емпіричною й теоретичною функцією розподілу (рис. 2.25). 

 

 
 

Рис. 2.25. Порівняння емпіричної та теоретичної функцій розподілу результатів 
єдиного державного екзамену з математики 
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У пакеті SPSS не передбачено спеціальних засобів для ідентифікації не-
однорідних функцій розподілу. Для вирішення цієї проблеми можна викорис-
тати засоби кластерного аналізу, які будуть докладно розглядатися у розділі 6. 

Для ілюстрації розглянемо вибірку, побудовану, як суміш двох норма-
льно розподілених компонент з математичними сподіваннями a = 10 й b = 15 
або 20 та стандартними відхиленнями s1,2 = 3, обсягом по 100 елементів. 

Уведемо досліджувані вибірки одна за одною до вікна даних пакету 
SPSS, як значення var0001 (рис. 2.26). Позначимо у сусідньому стовпчику 
(var0002), до якої з вихідних вибірок належить відповідне значення 
var0001. Це полегшує подальший аналіз результатів кластеризації. 

 

 
 

Рис. 2.26. Фрагмент вікна з вихідними даними 
 
Далі у головному меню обираємо Analyze/Classify/K-means Cluster 

Analysis. При цьому з’являється діалогове вікно (рис. 2.27). 
 

 
 

Рис. 2.27. Діалогове вікно кластерного аналізу 
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У цьому вікні зазначаємо змінну, значення якої необхідно поділити 
на кластери, метод класифікації, а також необхідність виведення окремих 
даних у файл або вікно результатів аналізу. 

У випадку b = 15 отримано такі результати: 
– кількість елементів першого кластера – 84, а другого – 116; 
– центри кластерів 9,16 і 15,15, тобто похибки визначення центрів 

дорівнюють, відповідно, 8,4% й 1%; 
– кількість помилково класифікованих значень першого кластера 

27, другого кластера – 11; 
– загальна імовірність помилкової класифікації – 19%. 
У випадку b = 20 отримано такі результати: 
– кількість елементів першого кластера – 102, а другого – 98; 
– центри кластерів 10,20 і 20,45, тобто похибки визначення центрів 

дорівнюють, відповідно, 2% й 2,25%; 
– кількість помилково класифікованих значень першого кластера – 

2, другого кластера – 4; 
– загальна імовірність помилкової класифікації – 3%. 
Таким чином ми бачимо, що застосування цієї процедури дає прийн-

ятні результати лише у випадку, коли кластери є достатньо добре відме-
жованими один від одного. 

Після виокремлення кластерів для отримання більш повної інформації 
про їх параметри використаємо засоби побудови описової статистики. Для 
цього виберемо у головному меню Analyze/Descriptive Statistics/Frequencies. 
При цьому з’являється діалогове вікно побудови описової статистики 
(рис. 2.28). 

У підменю Statistics (рис. 2.29) зазначимо, які саме параметри необхідно 
розрахувати. У підменю Charts (рис. 2.30) зазначимо, що необхідно побудува-
ти гістограми розподілів й нанести на них графіки нормального розподілу. 

 

 
 

Рис. 2.28. Діалогове вікно побудови описової статистики 
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Рис. 2.29. Підменю для розрахунку параметрів описової статистики 
 

 
 

Рис. 2.30. Підменю Charts 
 
На рис. 2.31 наведено вікно з результатами розрахунку описової ста-

тистики, а на рис. 2.32, 2.33 – гістограми розподілу частот для отриманих 
класів. Наведені дані свідчать, що математичні сподівання й стандартні 
відхилення є близькими до заданих параметрів, а розподіл значень у кла-
сах – до нормального. 

На підставі отриманих результатів можна побудувати модель суміші 
розподілів у вигляді: 
 ( ) ( ) ( )0,51 10,2;2,86 0,49 20,45;2,93F x N N= + , (2.54) 

де ( );N sµ  – функція нормального розподілу з математичним сподіванням 
µ та стандартним відхиленням s. 

Значення вагових коефіцієнтів отриманої формули взято пропорцій-
ними чисельності отриманих класів з урахуванням умови 1 2 1α +α = . 
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Рис. 2.31. Результати розрахунку описової статистики 
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Рис. 2.32. Гістограма абсолютних частот для першого класу 
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Рис. 2.33. Гістограма абсолютних частот для другого класу 

Контрольні питання 

1. З чого слід виходити при виборі методу перевірки статистичної 
гіпотези? 

2. Які гіпотези називають нульовою та конкуруючою? Наведіть при-
клади. Скільки конкуруючих гіпотез можна сформулювати для однієї й ті-
єї самої нульової гіпотези? 

3. Які гіпотези називають простими та складними? Наведіть приклади. 
4. Що називають статистичним критерієм? Які основні типи крите-

ріїв використовують для перевірки гіпотез? 
5. У чому полягає різниця між однобічними та двобічними критеріями? 
6. Які величини називають рівнем значущості й довірчим рівнем? 

Для чого використовують ці параметри? 
7. Які типи помилок розглядають при перевірці статистичних гіпо-

тез? Як вони пов’язані між собою? 
8. Що називають потужністю критерію? Для чого використовують 

цей параметр? 
9. Як можна підвищити потужність критерію? 
10. Якою є загальна методика перевірки статистичних гіпотез? 
11. Які вибірки називають незалежними та спряженими? Наведіть 

приклади. 
12. Які критерії називають параметричними? У яких випадках доці-

льно використовувати параметричні критерії? 
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13. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою Z-критерію? Якими 
є умови правомірності його застосування? 

14. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою t-критерію Стьюде-
нта? Якими є умови правомірності його застосування? 

15. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою критерію Уелча? 
Якими є умови правомірності його застосування? 

16. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою F-критерію Фішера? 
Якими є умови правомірності його застосування? 

17. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою критерію рандоміза-
ції компонент Фішера? Якими є умови правомірності його застосування? 

18. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою W-критерію Уїлкок-
сона? Якими є умови правомірності його застосування? 

19. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою U-критерію Манна – 
Уїтні? Якими є умови правомірності його застосування? 

20. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою Т-критерію Уїлкок-
сона? Якими є умови правомірності його застосування? 

21. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою критерію χ2? Якими 
є умови правомірності його застосування? 

22. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою критерію серій 
Вальда – Волфовиця? Якими є умови правомірності його застосування? 

23. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою критерію знаків? 
Якими є умови правомірності його застосування? 

24. Які критерії можна використовувати для перевірки нормальності 
розподілу даних? Охарактеризуйте їх переваги й недоліки. 

25. Яку гіпотезу можна перевіряти за допомогою ω2 критерію Мізе-
са? Якими є умови правомірності його застосування? 

26. Яку гіпотезу можна перевіряти за допомогою критерію Смірно-
ва? Якими є умови правомірності його застосування? 

27. Які гіпотези можна перевіряти за допомогою критерію 2χ ? Яки-
ми є умови правомірності його застосування? 

28. Яку гіпотезу можна перевіряти за допомогою W-критерію Шапіро – 
Уїлка? Якими є умови правомірності його застосування? 


