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3. ДИСПЕРСІЙНИЙ АНАЛІЗ 

Дисперсійний аналіз є сукупністю статистичних методів, призначе-
них для перевірки гіпотез про зв’язок між певною ознакою та досліджува-
ними факторами, які не мають кількісного опису, а також для встановлення 
ступеня впливу факторів та їх взаємодії. У спеціальній літературі диспер-
сійний аналіз часто називають ANOVA (від англомовної назви Analysis of 
Variations). Вперше цей метод було розроблено Р. Фішером в 1925 р. 

Факторами називають контрольовані чинники, що впливають на кі-
нцевий результат. Рівнем фактора, або способом обробки, називають 
значення, що характеризують конкретний прояв цього фактора. Ці зна-
чення зазвичай подають у номінальній або порядковій шкалі вимірювань. 
Значення вимірюваної ознаки називають відгуком. 

Часто вихідні значення факторів вимірюють у кількісних або поряд-
кових шкалах. Тоді постає проблема групування вихідних даних у ряди 
спостережень, що відповідають приблизно однаковим значенням фактора. 
Якщо кількість груп взяти надмірно великою, то кількість спостережень у 
них може виявитися недостатньою для отримання надійних результатів. 
Якщо її взяти надмірно малою, це може призвести до втрати суттєвих осо-
бливостей впливу досліджуваного фактора на систему. Загальну методоло-
гію групування описано в розділі 1. Вибір конкретного способу групування 
даних залежить від їх обсягу і характеру варіювання значень фактора. 

Кількість і розміри інтервалів при однофакторному аналізі найчас-
тіше визначають за принципом рівних інтервалів або за принципом рівних 
частот. При багатофакторному аналізі застосовують три типи групування: 

– групи з рівною кількістю спостережень; 
– групи з різною кількістю спостережень; 
– групи, кількості спостережень у яких відповідають певній пропорції. 
При цьому існують певні особливості обробки даних, залежно від 

типу групування, які не розглядаються у цьому посібнику. 
3.1. Однофакторний аналіз 

Основною метою однофакторного аналізу зазвичай є оцінка величи-
ни впливу конкретного фактора на досліджуваний відгук. Іншою метою 
може бути порівняння двох або декількох факторів один з одним з метою 
визначення різниці їх впливу на відгук, яку часто називають контрастом 
факторів. Попереднім етапом є перевірка нульової гіпотези про відсут-
ність будь-якого впливу досліджуваного фактора (факторів), тобто гіпоте-
зи про те, що зміни значень ознаки в порівнюваних вибірках є випадкови-
ми, і всі дані належать до однієї генеральної сукупності. 
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Якщо нульову гіпотезу відкидають, то наступним етапом є кількісне 
оцінювання впливу досліджуваного фактора і побудова довірчих інтерва-
лів для отриманих характеристик. У випадку, коли нульова гіпотеза не 
може бути відкинутою, зазвичай її приймають і роблять висновок про від-
сутність впливу. Але, якщо є підстави вважати, що такий вплив має бути 
присутнім (наприклад, це може випливати з теоретичних уявлень про 
об’єкт дослідження), то необхідно перевірити наявність інших факторів, 
що можуть його маскувати. 

При однофакторному дисперсійному аналізі вихідні дані подають 
у вигляді таблиць, у яких кількість стовпчиків дорівнює кількості рівнів 
фактора, а кількість значень у кожному стовпчику – кількості спостере-
жень при відповідному рівні фактора (табл. 3.1). Для різних рівнів факто-
ра кількість спостережень може бути різною. При цьому виходять з при-
пущення, що результати спостережень для різних рівнів є вибірками з но-
рмально розподілених сукупностей, середні значення та дисперсії яких є 
однаковими і не залежать від рівнів. Завданням аналізу є перевірка нульо-
вої гіпотези про рівність середніх значень сукупностей, що розглядаються. 

Таблиця 3.1 
Форма таблиці спостережень при проведенні 

однофакторного дисперсійного аналізу 
Рівні фактора Результати 

вимірювань 1 2 … k 
1 x11 x12 … x1k 
2 x21 x22 … x2k 
… … … … … 
ni 11nx  12nx  … 1n kx  

 
Метод базується на основній тотожності дисперсійного аналізу, згі-

дно з якою сума квадратів відхилень спостережень від загального серед-
нього (загальна варіація) дорівнює: 
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=∑  – загальна чисельність; k – кількість вибірок; nj (j = 1, 2, …, k) – 

кількість елементів у j-й вибірці; jx  – середнє значення j-ї вибірки. 
У правій частині (3.1) перший доданок (факторна, або міжгрупова 

варіація) є зваженою сумою квадратів відхилень групових середніх від 
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загального середнього. Він характеризує коливання значень, зумовлені 
фактором, на основі якого здійснено групування даних. Другий доданок 
(залишкова, або внутрішньогрупова варіація) є сумою квадратів відхи-
лень спостережень від відповідних групових середніх. Він характеризує 
коливання значень досліджуваної ознаки, зумовлені неврахованими фак-
торами або випадковими чинниками. 

Сутність методу полягає в тому, що за умови правильності нульової 
гіпотези величини 

 ( )22
1

1 1

1 jnk

ij j
j i

x x
N k = =

σ = −
− ∑∑  (3.2) 

та 

 ( )22
2

1

1
1

k

j j
j

n x x
k =

σ = −
− ∑  (3.3) 

є незміщеними оцінками дисперсії похибок спостережень 2σ  і мають бути 
приблизно рівними одна одній. Перша з них є мірою варіації всередині 
вибірок і не пов’язана з припущенням про рівність середніх значень, тому 

2 2
1σ ≈ σ  незалежно від справедливості нульової гіпотези. Друга оцінка ха-

рактеризує варіацію між вибірками. При справедливості нульової гіпотези 
2 2
2σ ≈ σ , а при її порушенні неї величина 2

2σ  є тим більшою, чим більше 
відхилення від неї. 

Значення критерію розраховують за формулою: 
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Ця величина має F-розподіл Фішера з параметрами 1k −  та N – k. Ну-
льову гіпотезу відхиляють, якщо ймовірність ( )*P F F≥ , де F* – значення, 
розраховане за емпіричними даними за формулою (3.3) є достатньо малою. 

Непараметричним аналогом однофакторного дисперсійного аналізу 
є ранговий однофакторний аналіз Краскела – Уолліса. Він розробле-
ний американськими математиком Вільямом Краскелом та економістом 
Вільсоном Уоллісом в 1952 р. Цей критерій призначено для перевірки ну-
льової гіпотези про рівність ефектів впливу на досліджувані вибірки з не-
відомими, але рівними середніми. При цьому кількість вибірок має бути 
більшою ніж дві. Нульова гіпотеза полягає в тому, що k вибірок обсягами 

1 2, , ..., kn n n  отримані з однієї і тієї самої генеральної сукупності. Критерій 
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Краскела – Уолліса є узагальненням U-критерію Манна – Уїтні на випа-
док, коли кількість вибірок 2k > . 

Рангові методи, у тому числі й метод Краскела – Уолліса, не перед-
бачають нормальності розподілу результатів спостережень і можуть за-
стосовуватися як для кількісних даних з невідомим законом розподілу, так 
і для порядкових ознак. 

У табл. 3.1 замість спостережень заносять їх ранги rij, отримані шля-
хом впорядкування за зростанням усієї сукупності спостережень xij. При 
цьому одержують табл. 3.2. 

Таблиця 3.2 
Загальний вигляд вихідної таблиці рангового однофакторного аналізу 

№ вибірки № 
результату 1 2 … k 

1 r11 r12 … r1k 
2 r21 r22 … r2k 
… … … … … 
ni 11nr  12nr  … 1n kr  

 
Для кожного рівня фактора, тобто для кожного стовпця, розрахову-

ють суму рангів 
1=

=∑
jn

j ij
i

R r  або відповідні середні ранги 
1
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j i

R r
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= ∑ . 

Для контролю можна використовувати тотожність: 
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=∑ , (3.5) 

де 
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k

i
i

N n
=

=∑  – загальна чисельність. 

Якщо між стовпцями немає систематичної різниці, то останні будуть 
близькими до середнього рангу, розрахованого за усією сукупністю, який 
дорівнює ( )1 / 2N + . Тому величини ( )1 / 2jR N− +  мають бути відносно 
малими, якщо нульова гіпотеза є правильною. 

Обчислення критерію здійснюють за формулами: 
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За 5in ≥  й 4k ≥  статистика критерію асимптотично наближається до 
χ2-розпоілу з кількістю степенів вільності k – 1. У цьому випадку нульову гі-
потезу відхиляють на рівні значущості α, якщо 2

1H −α> χ , де 2
1−αχ  – квантиль 

рівня 1−α  розподілу χ2 з k – 1 степенем вільності. При k = 2 статистика Кра-
скела – Уолліса стає еквівалентною статистиці W Уїлкоксона. 

Якщо серед спостережень є рівні значення, описану вище схему ана-
лізу можна застосовувати як наближену. Надійність її висновків буде тим 
нижчою, чим більшою є кількість збігів. Для підвищення надійності мож-
на використовувати середні ранги, при цьому у випадку, коли вони не є 
цілими числами, їх не округляють. Якщо кількість збігів велика, викорис-
товують модифіковану форму статистики Краскела – Уолліса: 

 

3
1

HH '

1
=

=
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑

g
j

j

T
N N

, (3.8) 

де g – кількість груп спостережень, що збігаються; 
 ( )3

j j jT t t= − ; tj – кількість спостережень, що збігаються в j-ї групі. 

Критерій Джонкхієра (Джонкхієра – Терпстра) запропонований не-
залежно один від одного нідерландським математиком Т.Дж. Терпстрою в 
1952 р. й британським психологом Е.Р. Джонкхієром в 1954 р. Його засто-
совують тоді, коли заздалегідь відомо, що наявні групи результатів упоряд-
ковані за зростанням впливу досліджуваного фактора, який вимірюють у 
порядковій шкалі. Таблиця даних має такий самий вигляд, як і в попере-
дньому випадку. Будемо вважати, що її перший стовпчик відповідає най-
меншому рівню фактора, другий – наступному за величиною тощо, остан-
ній стовпчик відповідає найбільшому рівню. При виконанні таких припу-
щень критерій Джонкхієра є більш потужним, ніж критерій Краскела – Уол-
ліса, стосовно гіпотези про монотонний вплив фактора. 

Спочатку для кожної пари вибірок з номерами u, v ( )1 u v k≤ < ≤ , де 
k – кількість рівнів фактора, розраховують статистику Манна – Уїтні: 
 ( ),
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u
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Потім розраховують статистику Джонкхієра: 

 ,
1

u v
u v k

J U
≤ ≤ ≤

= ∑ . (3.11) 

Великі значення J свідчать проти гіпотези про однорідність вибірок. 
Для вибірок великого обсягу статистика Джонкхієра апроксимується 

нормальним розподілом з параметрами: 

 ( ) ( )2 2 2 2

1 1

1 1;   2 3 2 3
4 72

k k

j j j
j j

MJ N n DJ N N n n
= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= − = + − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∑ ∑ . (3.12) 

Свідченням проти гіпотези однорідності є великі, порівняно з відсо-
тковими точками стандартного нормального розподілу, значення статис-

тики J MJ
DJ
− . 

М-критерій Бартлетта запропонований британським статистиком 
Маурісом Стівенсоном Бартлеттом в 1937 р. Його застосовують для пере-
вірки нульової гіпотези про рівність дисперсій кількох нормальних гене-
ральних сукупностей, з яких взяті досліджувані вибірки, що у загальному 
випадку мають різні обсяги (обсяг кожної вибірки має бути не менше чо-
тирьох). Обчислення критерію здійснюють за формулою: 
 / ,B V C=  (3.13) 
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 – зважене за кількістю степенів вільності середнє арифме-

тичне стандартних відхилень вибірок; 
1

i
i

k k
=

=∑  – загальна чисельність; ki – 

чисельність i-ї вибірки; ℓ – кількість вибірок; 2
is  – стандартне відхилення 

і-ї вибірки. При великих nj статистика критерію асимптотично наближа-
ється до χ2-розпоілу з кількістю ступенів вільності ℓ – 1. 

G-критерій Кокрена (Кочрена) запропонований американським 
статистиком Вільмом Геммелом Кочреном в 1941 р. Його використовують 
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для перевірки нульової гіпотези про рівність дисперсій k ( )2k ≥  нормаль-
них генеральних сукупностей за незалежними вибірками рівного обсягу. 
Значення критерію обчислюють за формулою: 
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2

1

max jj k
k

j
j

G ≤ ≤

=

σ
=

σ∑
, (3.14) 

де 2
jσ  – дисперсія j-ї вибірки. Для вибірок рівного обсягу він є потужні-

шим за критерій Бартлетта. Критичні точки критерію Кокрена визначають 
за спеціальними таблицями. 

Непараметричний критерій Левене, запропонований американсь-
ким математиком Ховардом Левене в 1960 р. є альтернативою критерію 
Бартлетта в умовах, коли немає впевненості у тому, що досліджувані ви-
бірки підпорядковуються нормальному розподілу. Розрахункове значення 
критерію обчислюють за формулою: 
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де jij ijZ x x= − ; xij – значення i-го спостереження в j-ої вибірці; jx  – сере-

днє арифметичне спостережень, що потрапили до j-ої вибірки; Z  – зага-
льне середнє арифметичне значень Z за усіма спостереженнями; jZ  – се-
реднє арифметичне Z за спостереженнями, що потрапили до j-ої вибірки. 
Розрахункове значення критерію порівнюють з відповідним квантилем  
F-розподілу з кількостями степенів вільності (k – 1) та (N – k). 

В 1974 р. американські статистики Мортон Б. Браун та Алан Б. Форсайт 
запропонували більш робастний тест (критерій Брауна – Форсайта), який 
відрізняється від критерію Левене тим, що значення jij ijZ x x= − , де jx  – ме-
діана спостережень, що потрапили до j-ої вибірки. 

Розглянуті вище критерії дають змогу встановити різницю дисперсій 
сукупностей, але не дають можливості дати кількісну оцінку впливу фак-
тора на досліджувану ознаку, а також встановити, для яких саме сукупно-
стей дисперсії є різними. 

Для встановлення кількісного впливу досліджуваного фактора часто 
застосовують адитивну модель, яка передбачає, що значення відгуку є 
сумою впливу фактора і незалежної від нього випадкової величини: 
 ( )  1, ..., ;  1, ..., ,= + ε = =ij j ijx a j k i n  (3.16) 
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де aj – невипадкові невідомі величини, що визначаються значеннями рів-
нів фактора; 
 ijε  – незалежні випадкові величини, які мають однаковий розподіл і ві-
дображають внутрішню мінливість, що не пов’язана із значеннями рівнів 
фактора. 

Модель (3.16) можна записати у вигляді: 
 ( )  1, ..., ;  1, ..., ,= µ + τ + ε = =ij j ijx j k i n  (3.17) 

де 
1

1 k

j
j

a
k =

µ = ∑  – середній рівень; 

 j jaτ = −µ  – відхилення від середнього рівня при j-му значенні рівня 
фактора. 

У такій формі модель має на один невідомий параметр більше (сере-
дній рівень і k значень відхилень від нього), але кількість незалежних не-
відомих параметрів залишилася рівною k, оскільки відхилення пов’язані 

співвідношенням 
1

0
k

j
j=
τ =∑ . 

Розглянемо різницю відгуків для двох значень рівня фактора, яку часто 
називають зсувом. Як оцінку зсуву можна взяти медіану Ходжеса – Лемана: 

 { } ( )  1, ..., ;  1, ..., .= − = =ij ui vj i jz med x x u n v n  (3.18) 

Вона має властивість: ij jiz z= − . Статистика zij може застосовуватися 
для оцінювання величини i jτ − τ . Її суттєвим недоліком є невиконання рі-
вності: ij ik kjz z z= + . Тому частіше використовують зважені скореговані 
оцінки зсуву (оцінки Спетволя): 

 ij i jW = ∆ − ∆ , (3.19) 

де величини 

 ( )1   1, ...,=∆ = =
∑

k

u iu
u

i

n z
i k

N
 (3.20) 

відображають зсув і-ї вибірки відносно всіх інших, усереднений з вагови-
ми коефіцієнтами 1, ..., kn n . Оцінки Спетволя задовольняють співвідно-
шення ij ik kjW W W= + . Але вони мають іншій недолік: оцінка зсуву двох 
вибірок одна відносно одної залежить від усіх інших вибірок. 
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Якщо гіпотезу про рівність середніх відхиляють, то наступним кро-
ком може бути визначення вибірок, для яких ця різниця є суттєвою. Для 
цього використовують метод лінійних контрастів. 

Лінійним контрастом у моделі адитивного впливу фактора на від-
гук називають лінійну функцію середніх значень k незалежних нормаль-
них вибірок з невідомими рівними дисперсіями: 

 
1

k

j j
j

L c m
=

=∑ , (3.21) 

де сі – відомі сталі, які задовольняють вимогу 
1

0
k

i
i

c
=

=∑ ; mj – математичне 

сподівання для j-ої вибірки, яке для оцінювання лінійного контрасту замі-
няють відповідним середнім арифметичним. 

Оцінку дисперсії лінійного контрасту розраховують за формулою: 

 
2

2 2
1

1

k
j

L
j j

c
s

n=

= σ ∑ , (3.22) 

де 2
1σ  визначається формулою (3.2). 
Довірчим інтервалом для лінійного контрасту є: 

 ( ) ( )11 1;−α± − − −LL s k F k N k . (3.23) 

Найпростішим прикладом лінійних контрастів є різниці i jm m− , 
яким відповідають значення: сі = 1, сj = −1, cu = 0 при всіх ,u i j≠ . Нульові 
гіпотези, що перевіряються, полягають у тому, що i jm m=  для всіх мож-
ливих пар вибірок. Їх приймають, якщо нульове значення потрапляє до 
відповідного довірчого інтервалу. 

Для встановлення вибірок, що належать певній множині даних, дис-
персії яких є різними, найчастіше застосовують метод множинних порів-
нянь (Шеффе), запропонований американським статистиком Генрі Шеф-
фе. Обчислення критерію при перевірці нульової гіпотези L = L0 здійсню-
ють за формулою: 

 
0

1
2

1

k

i i
i

k
i

i i

c x L
t

cM
n

=

=

−
=
∑

∑
, (3.24) 

де N – загальна кількість; ni – кількість елементів в і-ї вибірці; 
 ix  – середнє значення для і-ї вибірки; 
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 ( )2

1 1

1 ink

ij i
i j

M x x
N k = =

= −
− ∑∑  – середній квадратичний залишок. Розрахо-

ване значення критерію для порівняння з критичним необхідно брати за 
модулем. 

3.2. Двофакторний аналіз 

Двофакторний дисперсійний аналіз застосовують для пов’язаних но-
рмально розподілених вибірок. Дані подають у вигляді табл. 3.3, у стовпчиках 
якої наводять дані, що відповідають певному рівню першого фактора, а в ряд-
ках – дані, що відповідають рівням другого. Таблиця даних має розмірність 
n k× , де n і k – кількість рівнів першого та другого факторів, відповідно. 

Таблиця 3.3 
Таблиця даних двофакторного дисперсійного аналізу 

Рівні фактора А Рівні фактора В 1 2 … k 
1 
2 
… 
n 

x11 
x21 
… 
xn1 

x12 
x22 
… 
xn2 

… 
… 
… 
… 

x1k 
x2k 
… 
xnk 

 
Основною відмінністю від таблиці однофакторного дисперсійного 

аналізу є можлива неоднорідність даних у стовпцях, якщо вплив другого 
фактора є суттєвим. На практиці часто використовують і складніші табли-
ці двофакторного дисперсійного аналізу, зокрема такі, у яких кожна комі-
рка містить набір даних (повторні вимірювання), що відповідають фіксо-
ваним значенням рівнів обох факторів. 

Для опису даних табл. 3.3 часто можна застосовувати адитивну мо-
дель, яка передбачає, що значення відгуку є сумою внесків окремо кожного 
із факторів bi і tj, а також незалежної від факторів випадкової компоненти εij: 
 ij i j ijx b t= + + ε . (3.25) 

На практиці модель (3.24) часто подають в еквівалентному вигляді: 
 ij i j ijx = µ +β + τ + ε , (3.26) 

де 
1

1 k

ij
j

x
kn =

µ = ∑  – загальне середнє за всіма спостереженнями; 

 βі і τj – відхилення від середнього, зумовлені факторами А і В, відповід-
но. 

У випадку, коли випадкова компонента εij підпорядковується норма-
льному розподілу з нульовим середнім і рівними для всіх i, j дисперсіями 
σ2 застосовують двофакторний дисперсійний аналіз (дисперсійний 
аналіз за двома ознаками). 
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Нульова гіпотеза може полягати в рівності ефектів стовпчиків між 
собою 01 1 2H : ... 0τ = τ = = τ =k , або рівності ефектів рядків між собою 

02 1 2H : ... 0β = β = = β =n , тобто в першому випадку припускають відсут-
ність впливу фактора А, а у другому – фактора В. 

Як і у випадку однофакторного дисперсійного аналізу в цьому разі 
розраховують дві оцінки дисперсії. При перевірці гіпотези Н01 першу з них 
розраховують за формулою: 

 
( )( ) ( )22

1
1 1

1
1 1

n k

ij i j
i j

x x x x
n k = =

σ = − − +
− − ∑∑ , (3.27) 

 

де 
1 1

1 n k

ij
i j

x x
nk = =

= ∑∑  – загальне середнє за всіма спостереженнями; 

1

1 k

i ij
j

x x
k =

= ∑  – середнє за і-м рядком; 

 
1

1 n

j ij
i

x x
n =

= ∑  – середнє за j-м стовпчиком. Оцінка дисперсії 2
1σ  є не-

зміщеною і не залежить від справедливості нульової гіпотези. 
Другу оцінку розраховують за формулою: 

 ( )22
2

11

k

j
j

n x x
k =

σ = −
− ∑ . (3.28) 

Вона є незміщеною лише за умови справедливості нульової гіпотези. 
Що більшою є різниця між результатами дії фактора А, то більшим є зна-
чення, розраховане за формулою (3.28). 

Для перевірки справедливості гіпотези Н01 необхідно розрахувати 
відношення дисперсій: 

 
( )( ) ( )

( ) ( )

2

2
12

2 2
1

1 1

1 1

1

k

j
j

n k

ij i j
i j

n n k x x
F

k x x x x

=

= =

− − −
σ

= =
σ − − − +

∑

∑∑
. (3.29) 

Воно має F-розподіл Фішера з кількостями степенів вільності (k – 1) 
і ( )( )1 1n k− − . Нульову гіпотезу приймають на рівні значущості α, якщо 

1F F −α< , де 1F −α  – α-квантиль F-розподілу з відповідними кількостями 
степенів вільності. 
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Для перевірки нульової гіпотези Н02 можна використовувати форму-
лу (3.28), в якій необхідно попарно поміняти місцями величини n і k, а та-
кож і та j. 

Якщо припущення, необхідні для застосування двофакторного дис-
персійного аналізу, не виконуються, то використовують непараметричний 
ранговий критерій Фрідмана (Фрідмана, Кендалла та Сміта), розроб-
лений американським економістом Мілтоном Фридманом наприкінці 
1930 р. Цей критерій не залежить від типу розподілу. Передбачається ли-
ше, що розподіл величин ijε  є однаковим і неперервним, а самі вони неза-
лежні одна від одної. 

При перевірці нульової гіпотези 01 1 2H : ... 0τ = τ = = τ =k  вихідні дані 
подають у формі прямокутної матриці, у якій n рядків відповідають рів-
ням фактора В, а k стовпців – рівням фактора А. Кожна комірка таблиці 
(блок) може бути результатом вимірювань параметрів на одному об’єкті 
або на групі об’єктів при сталих значеннях рівнів обох факторів. У цьому 
випадку відповідні дані подають як середні значення певного параметра за 
всіма вимірюваннями або об’єктами досліджуваної вибірки. Для застосу-
вання критерію в таблиці вихідних даних необхідно перейти від безпосе-
редніх результатів вимірювань до їх рангів. Ранжирування здійснюють за 
кожним рядком окремо, тобто величини xij впорядковують для кожного 
фіксованого значення і, отримуючи при цьому k значень відповідних ран-
гів rij. Це дає можливість усунути вплив фактора В, значення якого для 
кожного рядка є однаковим. 

Обчислення критерію здійснюють за формулою: 

 
( ) ( )

2

1 1

12 3 1
1

k n

ij
j i

S r n k
nk k = =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − +⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ . (3.30) 

Якщо необхідно перевірити нульову гіпотезу 02 1 2H : ... 0β = β = = β =n , 
то вихідні дані необхідно ранжирувати за стовпчиками і повторити описа-
ну вище процедуру із заміною n на k і навпаки. 

При справедливості нульової гіпотези і n →∞  S-статистика Фрідма-
на асимптотично наближається до статистики χ2 з k – 1 степенем вільності, 
тому нульову гіпотезу можна прийняти на рівні значущості α, якщо 

( )2
1 1S k−α< χ − . 
Критерій Пейджа (L-критерій), запропонований американським ста-

тистиком Є.Б. Пейджем в 1963 р., призначений для перевірки нульової гіпо-
тези 01 1 2H : ... 0τ = τ = = τ =k  або 02 1 2H : ... 0β = β = = β =n , проти альтерна-
тив 1 2 ... kτ ≤ τ ≤ ≤ τ  або, відповідно, 1 2 ... nβ ≤ β ≤ ≤ β , у яких принаймні одна 
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із нерівностей є строгою. Для впорядкованих альтернатив він є потужнішим 
за критерій Фрідмана. Значення критерію обчислюють за формулами: 

 1
1

k

j
j

L jr
=

=∑ ; 2
1

n

i
i

L ir
=

=∑ , (3.31) 

де 
1

n

j ij
i

r r
=

=∑ , 
1

k

i ij
j

r r
=

=∑ . 

Для великих вибірок застосовують апроксимацію статистики Пейджа: 

 ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2
* *
1 22 23 3

1 / 4 1 / 4
;    

/144 1 /144 1

L nk k L nk n
L L

n k k k k n n n

− + − +
= =

− − − −
, (3.32) 

які за умови справедливості відповідних нульових гіпотез підпорядкову-
ються стандартному нормальному розподілу. 

У разі, коли в рядках вихідної таблиці є однакові значення, необхід-
но використовувати середні ранги. При цьому точність висновків буде 
тим гіршою, чим більшою є кількість таких збігів. 

Q-критерій Кокрена запропонований В. Кочреном в 1937 р. Його ви-
користовують у випадках, коли групи однорідних суб’єктів піддаються впли-
вам, кількість яких перевищує два, і для яких можливі два варіанти відгуків – 
умовно-негативний (0) та умовно-позитивний (1). Нульова гіпотеза полягає в 
рівності ефектів впливу. 

Значення критерію розраховують за формулою: 
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1 1

2

1 1

1
c c
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j j

r r

i i
i i

c c T T

Q
c T T

= =
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∑ ∑
, (3.33) 

де ( )
1

 1, 2,...,
=

= =∑
r

j ij
i

T x j c  – суми стовпців; ( )
1

1, 2,...,
=

= =∑
c

i ij
j

T x i r  – суми 

рядків; с – кількість стовпців (вибірок); r – кількість рядків (параметрів). 
Довірчий рівень визначається функцією розподілу χ2 з кількістю степенів 
вільності, яка дорівнює с – 1. 

Двофакторний дисперсійний аналіз дає можливість визначити існу-
вання ефектів обробки, проте не дає змоги встановити, для яких саме сто-
впців існує цей ефект. 
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При вирішенні цієї проблеми застосовують метод множинних порів-
нянь Шеффе для пов’язаних вибірок. Значення критерію розраховують за 
формулою: 

 ( )
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2

1

1

r

i i
i

r

i
i

c x
t

r S
c

c

=

=

⎛ ⎞
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∑
, (3.34) 

де ( ) 1, 2, ...,=ic i r  – константи; 
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= −∑∑  – залишковий середній квадрат; 

 
1 1

r c

ij
i j

T x
= =

=∑∑  – загальна сума; 

 с – кількість стовпців (вибірок); 
 r – кількість рядків (параметрів). Довірчий рівень визначається функці-
єю розподілу Фішера з параметрами (r – 1) та (r – 1)(c – 1) при досліджен-
ні ефекту рядків і ( )1c −  та (r – 1)(c – 1) при дослідженні ефекту стовпців. 

3.3. Приклад виконання дисперсійного аналізу 

За допомогою вбудованого генератора випадкових чисел електронних 
таблиць MS Excel сформуємо чотири нормально розподілених вибірки об-
сягом по 200 елементів з параметрами: 1 150;  5x s= = ; 2 249;  5= =x s ; 

3 351;  6x s= = ; 4 449,5;  5,5x s= = . 
На першому етапі перевіряємо відповідність вибірок нормальному 

закону розподілу. Оскільки приклади такої перевірки було розглянуто в 
попередньому розділі й ураховуючи, що ми будували саме нормально 
розподілені послідовності, будемо вважати, що вони задовольняють цю 
вимогу. Тому можемо використовувати параметричні методи аналізу. 

Спочатку перевіримо нульову гіпотезу про рівність середніх значень 
досліджуваних вибірок При розрахунку безпосередньо за формулою (3.4) 
маємо: n1 = n2 = n3 = n4 = 200; N = 800; k = 4; F = 1,544. Кількості степенів 
вільності k – 1 = 3; N – k = 796. За допомогою функції =FРАСПОБР 
(0,05;3;796), що знаходиться у бібліотеці статистичних функцій електро-
нних таблиць MS Excel, визначаємо критичне значення для рівня значу-
щості 0,05 Fкр = 2,62. Бачимо, що розрахункове значення критерію є мен-
шим, ніж критичне. За допомогою статистичної функції = FРАСП 
(F7;3;796) ми також можемо визначити рівень значущості, якому відпові-
дає розрахункове значення критерію F* = 0,202. Бачимо, що імовірність 
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припущення помилки першого роду при відхиленні нульової гіпотези є 
досить високою. Тому приймаємо нульову гіпотезу про рівність середніх 
значень. 

В пакеті аналізу електронних таблиць MS Excel є вбудована проце-
дура “Однофакторний дисперсійний аналіз”. На рис. 3.1 показано резуль-
тати її застосування, для згенерованих вибірок. 

 

 
 

Рис. 3.1. Вікно виведення результатів однофакторного дисперсійного аналізу MS Excel 
 
Крім визначених раніше параметрів, таблиця результатів застосуван-

ня процедури однофакторного дисперсійного аналізу містить також середні 
арифметичні й дисперсії вибірок, значення міжгрупової та внутрішньогру-
пової дисперсії (MS) й відповідних варіацій (SS), які збігаються з величи-
нами, обчислюваними за формулами (3.1–3.3), та деякі інші дані. 

Для визначення однорідності вибірок нам необхідно перевірити та-
кож нульову гіпотезу про рівність їх дисперсій. Оскільки у нашому випад-
ку обсяги вибірок є рівними, цю гіпотезу перевірятимемо за критерієм 
Кокрена. В електронних таблицях MS Excel немає вбудованих засобів для 
розрахунку критеріїв Бартлетта й Кокрена. Тому розрахункове значення 
обчислюємо за формулою (3.14). Воно дорівнює 0,293G = . 

Критичне значення критерію Кокрена для рівня значущості 
0,05 можна визначити з відповідних таблиць. Для випадку, що розгляда-
ється 0,05cG <  (при тих самих умовах 0,0495cG ≈ , якщо обсяги вибірок 
дорівнюють 120), тобто є значно меншим, ніж розрахункове значення. 
Тому ми маємо відхилити нульову гіпотезу про рівність дисперсій і зро-
бити висновок, що досліджувані вибірки не є однорідними. 

У пакеті SPSS також передбачено можливість здійснення однофактор-
ного дисперсійного аналізу. Для цього необхідно використовувати вікно 
Analyze/Compare means/One way ANOVA. Вихідні вибірки розміщуємо по-
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слідовно одна за одною в одному й тому самому стовпчику, як значення 
змінної VAR00001. Як значення змінної VAR00002 беремо номери вибірок, 
до яких належить відповідне значення VAR00001. Додатково ми можемо 
отримати основні показники описової статистики для кожної з вибірок та 
усієї сукупності в цілому; перевірити однорідність дисперсій (тест Левена); 
визначити, які саме вибірки істотно відрізняються від інших (тест Дункана), 
й отримати іншу корисну інформацію. Якщо для вибірок, що розглядаються 
у прикладі, замовити у пункті меню “Options” розрахунок параметрів описо-
вої статистики й перевірку однорідності дисперсій, а пункті “Post Hoc” – ви-
конання тесту Дункана, одержимо результати, показані на рис. 3.2. 

 

 

 

 

 
Рис. 3.2. Результати, отримані у пакеті SPSS 
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Бачимо, що результати однофакторного дисперсійного аналізу збіга-
ються з даними, отриманими за допомогою MS Excel, а результати перевір-
ки однорідності дисперсій є точнішими й не потребують додаткового за-
стосування таблиць. Крім того, додатково визначено, немає поділу вибірок 
на групи, що суттєво відрізняються одна від іншої за середнім значенням. 

3.4. Приклад виконання рангового однофакторного аналізу 

Нехай ми маємо чотири вибірки, сформовані за допомогою пакета 
аналізу MS Excel як суміш 100 елементів нормально розподіленої вибірки 
з параметрами 20x = , 3s =  та рівномірно розподілених вибірок обсягом 
по 100 елементів кожна заданих, відповідно, на відрізках: [17; 22], [18; 22], 
[18; 22] та [17; 23]. В електронних таблицях MS Excel немає вбудованих 
засобів для реалізації рангового однофакторного аналізу Краскела – Уол-
ліса. Але його неважко здійснити за допомогою наявних функцій. Спочат-
ку необхідно перетворити таблицю вихідних даних у таблицю значень ра-
нгів. Для цього можна використати функцію РАНГ (). Вікно задання її па-
раметрів показано на рис. 3.3. 

 

 
 

Рис. 3.3. Вікно задання параметрів функції РАНГ () 
 
У комірці “Число” вказуємо для якого саме значення таблиці вихід-

них даних необхідно обчислити ранг. У комірці “Ссылка” даємо посилан-
ня на весь діапазон, що містить вихідні значення (це посилання має бути 
абсолютним). У комірці “Порядок” зазначаємо порядок ранжирування: 0 – 
за убуванням, інше число – за зростанням. Після цього за формулами (3.6) 
або (3.7) розраховуємо значення критерію. У нашому випадку воно дорів-
нює 7,22. Як критичне візьмемо значення оберненої функції розподілу χ2, 
яке можна визначити за допомогою функції = ХИ2ОБР (0,05;3) = 7,82. 
Її аргументами є рівень значущості (0,05) та кількість степенів вільності 
(у нашому випадку 3). Бачимо, що розрахункове значення критерію дещо 
менше, ніж критичне. Тому немає підстав для відхилення нульової гіпоте-
зи про однорідність досліджуваних вибірок. 
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У пакеті SPSS реалізовано можливість перевірки однорідності вибі-
рок числових даних, розподіл яких відрізняється від нормального закону, 
а також порядкових даних за допомогою рангового однофакторного аналі-
зу Краскела – Уолліса. 

Для реалізації цієї процедури необхідно ввійти до діалогового вікна 
Analyze/Nonparametric Tests/K Independent Samples й обрати в ньому тест 
Краскела – Уолліса. Додатково ми можемо здійснити перевірку за медіан-
ним тестом і критерієм Джонкхієра – Терпстри. Результати наведено на 
рис. 3.4–3.6. Бачимо, що за результатами всіх тестів рівень значущості, що 
відповідає розрахунковому значенню критерію, є вищим, ніж 0,05. Тому 
ми можемо прийняти нульову гіпотезу про однорідність досліджуваних 
вибірок на рівні значущості 0,05. 

 

 

 
 

Рис. 3.4. Результати перевірки однорідності вибірок 
за критерієм Краскела – Уолліса 

 

 

 
Рис. 3.5. Результати перевірки однорідності вибірок за медіанним тестом 
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Рис. 3.6. Результати перевірки однорідності вибірок за критерієм Джонкхієра – Терпстрі 
 

Контрольні питання 

1. Які завдання вирішують за допомогою дисперсійного аналізу? 
2. Що називають факторами й відгуками у дисперсійному аналізі? 

Наведіть приклади. 
3. Що називають рівнем фактора? Наведіть приклади. 
4. Як визначають кількість і розміри інтервалів в однофакторному 

дисперсійному аналізі? 
5. Які типи групування використовують у багатофакторному диспе-

рсійному аналізі? 
6. Якими є основні умови застосування однофакторного дисперсій-

ного аналізу? 
7. Доведіть основну тотожність дисперсійного аналізу. 
8. Що являє собою факторна варіація та яку властивість даних вона 

характеризує? 
9. Що являє собою залишкова варіація та яку властивість даних во-

на характеризує? 
10. Які властивості даних характеризують оцінки дисперсії похибок, 

що використовуються у дисперсійному аналізі? 
11. Які завдання вирішують за допомогою рангового однофакторно-

го аналізу Краскела – Уолліса? 
12. За яких умов можна використовувати ранговий однофакторний 

аналіз Краскела – Уолліса? 
13. Який критерій є аналогом рангового однофакторного аналізу 

Краскела – Уолліса при порівнянні двох вибірок? 
14. Які завдання вирішують за допомогою критерію Джонкхієра? За 

яких умов його доцільно використовувати? 
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15. Які завдання вирішують за допомогою критерію Бартлетта? За 
яких умов його можна використовувати? 

16. Які завдання вирішують за допомогою G-критерію Кокрена? За 
яких умов його можна використовувати? 

17. Яким є загальний вигляд адитивної моделі кількісного впливу 
досліджуваного фактора на відгук? 

18. Що називають зсувом у дисперсійному аналізі? Як можна оціни-
ти зсув кількісно? 

19. Що називають лінійним контрастом в адитивній моделі? Наведіть 
приклади лінійних контрастів. 

20. Які фактори визначають дисперсію лінійного контрасту? 
21. Які завдання вирішують за допомогою методу множинних порів-

нянь Шеффе? 
22. Які завдання вирішують за допомогою двофакторного дисперсій-

ного аналізу? За яких умов можна використовувати цей метод? 
23. Які властивості даних перевіряють за допомогою рангового кри-

терію Фрідмана? За яких умов можна використовувати цей критерій? 
24. Які властивості даних перевіряють за допомогою критерію Пей-

джа? За яких умов можна використовувати цей критерій? 
25. Які властивості даних перевіряють за допомогою Q-критерію Ко-

крена? За яких умов можна використовувати цей критерій? 


